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Extremalprobleme der Physik — mit Monte Carlo gel6st
Alfred Roulier

Tiefgrindige mathematische oder physikalische Zusammenhéange kénnen in Form von
Extremalproblemen in elementar verstandlicher Weise angesprochen werden — Schiler(innen)
verstehen ohne weiteres, mit einer geschlossenen Schnur von gegebener Lénge eine mdglichst
grosse Flache zu umspannen. Die Lésung dieses Problemes, der Kreis, war zwar bereits den
Griechen bekannt, wurde dann in Vergils Aneis ausgefiihrt, aber erst vom Berner Mathemati-
ker Jakob Steiner um 1840 streng bewiesen. Bei solchen Extremalproblemen sind Kurven
oder Funktionen gesucht, welche eine damit definierte Grésse, je nach Situation, mdglichst
gross oder moglichst klein machen. In der theoretischen Physik ist das Hamiltonsche Prinzip
die bevorzugte Formulierung der Dynamik eines Systems (zB eines Massenpunktes in einem
Potential) : der tatsachlich realisierte zeitliche Verlauf x(t) des Systems zwischen zwei gege-
benen Zustanden x(t;) und x(t2) zu festen Zeitpunkten t; und t, ist jener, welcher das Zeitin-
tegral der Lagrangefunktion extremal macht. Der Vorteil der Formulierung mittels Extre-
malprinzipien lasst sich am Prinzip der kiirzesten Laufzeit des Lichtes zwischen zwei Punkten
in einem Medium mit variablem Brechungsindex erkennen: diese Formulierung stellt erstens
eine intuitiv fassbare Aussage dar und nimmt zweitens berhaupt keinen Bezug auf spezielle
Koordinaten.

Das Prinzip der kleinsten Wirkung ist zugleich tiefgriindig und attraktiv. Es ist faszinierend,
der Bildung und dem Spiel von Seifenblasen zuzuschauen. Sie sind kugelig und die kleinen
fressen die grossen. Da wird man leicht zur Meinung verleitet, die ,,denkende* Natur ,,wahle*
aus mehreren moglichen Situationen die ihr ,,optimal* Erscheinende aus.

Im folgenden ziehen wir uns auf einige klassische Extremalprobleme zurtick, wo jede Prob-
lemstellung fur sich ohne viel Hintergrund verstandlich ist. Anstelle der analytischen Ldsung,
welche die den Schiilern noch nicht zugéangliche Variationsrechnung erfordert, ndhern wir uns
derselben mit Monte Carlo Methoden, welche sich auf dem TI-Nspire iberschaubar imple-
mentieren lassen.

Monte Carlo Methode

Wikipedia [1] : ,,MC-Simulation, ist ein Verfahren aus der Stochastik, bei dem sehr héaufig
durchgeflhrte Zufallsexperimente die Basis darstellen. Es wird aufgrund der Ergebnisse ver-
sucht, mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitstheorie analytisch nicht oder nur aufwéndig I6sbare
Probleme numerisch zu lI6sen. Als Rechtfertigung wird dabei vor allem das Gesetz der grofien
Zahl gesehen.”

Wir verwenden hier die MC-Methode in der Form des ,,kriechenden stochastischen Suchver-
fahrens (hill climbing method)“. Das einfache Beispiel der Bestimmung von = [2] zeigt sofort
die Funktionsweise :

Das Zufallsexperiment heisst hier :
., Wiihle in einem Quadrat der Seitenlinge 1 zufillig einen Punkt und bestimme den Abstand
zu einer Ecke. Ist er kleiner als 1, wird der Versuch angenommen und der Zihler ,,erf* um 1

6«

erhoht, andernfalls verworfen “.

In nvers Versuchen néhert sich die Zahl 4 *erf/nvers der Zahl z. (Man muss mit 4 multiplizie-
ren, weil das Versuchsquadrat nur 1 von 4 Quadranten des Einheitskreises umfasst).
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Hier das TI-Nspire CAS Programm :

Define mc_pi(n)=
Prgm
:Local i
:© n Mal einen Zufallspunkt im Einheitsquadrat erzeu- o
gen und zaehlen, wenn seine Norm <=1 ist. 1
cerf:=0
:Foriln me_pil10000)
I |Jrand()"2 +rand()2 <1 Then 31516
erf-=erf+1] e
Endlf
:EndFor 3,9_§]
:Disp approx(4 erf/n)
:EndPrgm

n.ln'_prl' 100]
344

Fertig

Fertig

Abb. 1

Anhand von finf Beispielen zeigen wir nun, wie mit der MC-Methode und dem Werkzeug
TI1-Nspire CAS Extremalaufgaben gelost werden kénnen. Weil hierzu das Resultat der physi-
kalisch-mathematischen Analyse a priori bekannt ist, kdnnen wir jeweils zeigen, wie sich der
MC-Prozess der ,richtigen“ Lésung nahert. Das ist insofern problemlos, als der MC-Prozess
in diesen Beispielen mit den gewahlten Anfangswerten das globale Optimum findet und nicht
etwa in einem lokalen stecken bleibt. Mehr tber Konvergenzfragen findet man leicht ver-
standlich im Hinweis [3].

Beispiel 1: Seifenhaut (Oberflachenenergie minimal) :

Zwischen zwei gleich grossen, parallelen, kreisformigen Drahtringen werde eine Seifenhaut
aufgespannt. Der Radius der Kreisringe sei r, ihr Abstand L. Unter der Annahme einer zylind-
rischen Oberflache misst diese F = 2 r L. Ist aber die Haut wie in Abb. 2 gezeigt in der Mitte
auf den Radius x eingeschnrt, so setzt sich ihre Oberflache F’ aus der Mantelflache zweier
Kegelstliimpfe zusammen, also
FP=2m(r+x) \J(r—x)*+1°/4

F(x)

Die Funktion o ist in Abb. 3 fur die Werte r = L = 1 aufgezeichnet, und man erkennt,
v

dass die Flache unter diesen Bedingungen bei x = 0.85 minimal wird.

l0:851669,0,965716)

#1(x)=( 143/ (1-x)%+ 25 <1 and x>0

Abb. 2
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Genau das geschieht in Wirklichkeit : Die Seifenhaut zieht sich gegen die Mitte zusammen,
weil im Gleichgewicht die Oberflachenenergie (die Energie, die zum Uberwinden der
zwischenmolekularen Bindungskréfte notwendig ist, wenn eine neue Oberflache einer Flus-
sigkeit erzeugt wird ) und damit die Oberflache minimal ist.

Es interessiert nun die genaue Form. Zu diesem Zweck beginnen wir mit einer zylindrischen
Seifenhaut mit Oberflache F und unterteilen die Mantellinie mit np aequidistanten Stiitzpunk-
ten in np-1 gerade Segmente. Der Monte Carlo Versuch lautet nun :

,,» Halte die Randpunkte fest. Verdndere die y-Koordinate der np-2 inneren Punkte um ein
zufdlliges Mass innerhalb eines vorgegebenen Bereichs +zb. Berechne die Gesamtfliche F’
der np-1 Kegelstiimpfe. Ist F’ kleiner als F, fahre mit F’ und den neuen Punkten, andernfalls
mit F und den alten Punkten weiter .

Wir erwarten, dass nach hinreichend vielen Versuchen die y-Koordinaten der np Punkte die
richtige Seifenhaut-Mantellinie abbilden. Was ist dabei ,richtig* ? Der analytische Lésungs-
weg fihrt zu einer Katenoide. Deren Funktionsgleichung lautet mit L = 1 und dem linken
Randpunkt auf der Ordinate y(x) = a Cosh[(x- ¥2)/a]. Es ist einfacher, den Formparameter a
vorzugeben und r, also y(0) zu berechnen als umgekehrt. Mit a = 0.5 wird r = y(0) = 0.77.

Mit der Zufallsspanne zb im MC-Experiment muss man etwas experimentieren. Wahlt man
zb zu gross, wird die Erfolgsrate zu klein. Mit kleinerem zb wird zwar die Erfolgsrate besser,
aber man bendtigt mehr Versuche. Mit zb = 0.003 erzielt man in 3000 Versuchen eine gute
Konvergenz.

Dieser Plan wird im TI-Nspire Programm seife(Punktzahl, Versuchszahl, Formparame-
ter,Zufallsbereich), d.h. seife(11,3000,.5,.003) umgesetzt (Listing im Anhang) und die errech-
neten y-Koordinaten werden als Scatterplot zusammen mit der Katenoide im Grafikfenster
abgebildet.

Flache Zylinder = 4.84682

optimierte Flache = 4.42413 7 y

Anteil Erfolge = 262333

Punkt y—Koord

1 77154

2 676436

3 603793

4 553373

5 524735

4] 515416

7 524447

8 552954 0.1 X
9 602097

10 674111 005 12
11 77154 -0.2

Abb. 3

Die Konvergenz ist beachtlich und kdnnte mit mehr VVersuchen noch verbessert werden. Die
Flachenreduktion betragt 8.7 %. Unter Erfolg ist ein MC-Versuch gemeint, der zu einer Fl&-
chenreduktion fuhrt.

Der Handheld rechnet allerdings langsamer, und man muss Abstriche bei der Punktzahl ns,
der Anzahl Versuche nvers und beim Parameter zb vornehmen. Mit np = 7, nvers = 600 und
zb =.007 erhalt man dennoch in ca 40 sec ein gutes Resultat.
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Beispiel 2 : gekrimmter Lichtweg (Lichtlaufzeit minimal) :

In einem Medium wie Luft, Wasser oder Glas pflanzt sich das Licht langsamer (Geschwin-
digkeit v) fort als im Vakuum (Geschwindigkeit c). Der Brechungsindex n ist definiert als
n = ¢/v. Wir untersuchen den Weg des Lichts durch ein Medium mit einem Brechungsgra-
dienten unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass die Lichtlaufzeit minimal sein muss, wie
folgt :

Licht n(_v)=__v

=
Empfiinger

Abb. 4

Die Koordinaten der Lichtquelle seien (0/yq), jene des Empféangers (x1/0). Der Brechungsin-
dex nehme von unten nach oben linear zu. Wir verlieren nichts an Aussagekraft, wenn wir der
Einfachheit halber n(y) =y und ¢ = 1 setzen. Nun denken wir uns die Strecke von der Quelle
zum Empfanger in np-1 Segmente (np Stiitzpunkte) mit konstantem Brechungsindex unter-
teilt. Die Laufzeit T des Lichts langs dieser Segmente ist dann

T = Summe(Segmentlinge * mittlerer Brechungsindex / c).

Wir beginnen mit einer Geraden zwischen Lichtquelle und Empfanger.

Der Monte-Carlo Versuch lautet hier :

,,» Halte die Randpunkte fest. Verdndere die y-Koordinate der np-2 inneren Punkte um ein
zufdlliges Mass innerhalb einer vorgegeben Grenze +zb. Berechne die Gesamtzeit T’ des
Lichts ldngs der np-1 Segmente. Ist T’ kleiner als T, fahre mit T’ und den neuen Punkten, an-
dernfalls mit T und den alten Punkten weiter*.

Mit den Randpunkten (0/2) und (1/1) fallt der Brechungsindex linear von 2 auf 1 ab.
Das entsprechende TI-Nspire Programm licht(Punktzahl, Versuchszahl,zb) d.h. licht-
strahl(11,1000,0.05) ergibt:

Laufzeit direkt =2,12132
Laufzeit gekrummt = 2.08053
Anteil Erfolge =,296
X
Abb. 5
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In Abb. 5 sehen wir, dass der Lichtweg mit minimaler Laufzeit gekrimmt ist und zwar so,
dass das Licht zuerst im optisch diinneren Bereich verbleibt. Der Zeitgewinn ist ca 2 %. Das
analytische Ergebnis ist wiederum eine Katenoide, und wir stellen eine gute Konvergenz nach
1000 Versuchen fest.

(Die Variationsrechnung ergibt mit diesen Randpunkten y(x) =

1 x-1.36 1.36—x

~ %, 095 +0_45*6T95)
2

Auf dem Handheld liefert licht(7,500,.05) in 35 sec ein gutes Ergebnis.

Wir beobachten dieses Phdnomen in der Natur haufig, namlich bei der auf- oder untergehen-
den Sonne. Allerdings ist der Effekt dort nicht so ausgeprégt wie in diesem kunstlichen Bei-
spiel mit einer Halbierung des Brechungsindexes langs der untersuchten Strecke. Der Licht-
weg der Sonne am Horizont féllt ungefahr langs 400 km von 10 km auf Erdniveau ab. Der
Brechungsindex nimmt dabei von 1.0011 auf 1.00292 zu. (Die Krimmung ist also im Ver-
gleich zu unserem Beispiel nach oben ausgebildet). Der Winkel zwischen der geraden (kdir-
zesten) und der eintreffenden gekriimmten (schnellsten) Verbindung betrégt ca 0.6°. Das ge-
nlgt, dass wir die Sonne noch sehen, obschon sie gerade untergegangen ist. Das hier vorge-
stellte Verfahren ist indessen fir die Abbildung dieser Situation zu ungenau.

Beispiel 3 : Brachistochrone (minimale Laufzeit)

Weil wir wissen, dass die kiirzeste Verbindung zweier Punkte eine gerade Strecke ist, denken
wir vielleicht, dies sei auch der schnellste Weg. Aber manchmal tduscht uns die Intuition.

Abb. 6

Beispielsweise soll in Abb. 6 eine Masse reibungsfrei von A nach B hinuntergleiten. Um he-
rauszufinden, ob der direkte Weg s im Vergleich zum "Umweg" s; + s, schneller oder lang-
samer ist, muss man bei gegebener Strecke und Anfangsgeschwindigkeit v, die Laufzeit t und
die Endgeschwindigkeit v, berechnen. Die Unstetigkeit beim Knick soll uns in dieser Ab-
schatzung nicht kimmern, d.h. va, = Ve;. Die Beziehungen sind :

Ve = IVa? - 2g Aus dem Energiesatz; g ist die Erdbeschleunigung, Ah = h — h;
25 Weil die Beschleunigung g konstant ist, kann man s durch die mittlere Geschwin-
t = digkeit teilen.

Va+ Ve
Mit den Zahlens =1, h=0.05,d = 0.1, h1 = 0.03 und g = 10 ergibt sich fir den direkten Weg
Ve=1 und Lirekt = 2.
Fur den ,,Umweg* langs s; hingegen ve; = 0.775, t; = 0.269 und langs s, ve, = 1 (wie auf
dem direkten Weg), t, = 1.014.
Der Vergleich von tumweg = t1+ t2 = 1.283 mit tgireke =2 zeigt deutlich : der ,,Umweg® ist
schneller.
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Nach diesem Befund vermuten wir, dass es tatsachlich eine Bahnkurve gibt, 1angs welcher
die Laufzeit kurzer ist als 1angs der schiefen Strecke. Wir finden eine Naherung dieser Bahn-
kurve, indem wir wie in den beiden vorangegangenen Beispielen vom direkten Weg s mit der
Laufzeit T ausgehen und in nvers Monte Carlo Versuchen sukzessive einen schnelleren Weg
suchen. Dazu unterteilen wir s in np-1 Segmente (np Stiitzpunkte). Der einzelne Monte Carlo
Versuch lautet dann :

,, Halte die Randpunkte fest. Verdndere die y-Koordinate der np-2 inneren Punkte um ein
zufdlliges Mass innerhalb einer vorgegeben Grenze #zb. Berechne die gesamte Laufzeit T’
des Massenpunkts lings der ns-1 Segmente. Ist T’ kleiner als T, fahre mit T’ und den neuen
Punkten, andernfalls mit T und den alten Punkten weiter .

Die physikalisch-mathematische Suche nach der exakten Kurvenform mittels Variationsrech-
nung ist eine bemerkenswerte Leistung der ,,Erfinder* der Infinitesimalrechnung, Leibniz und
Newton und deren ersten Anwendern, Johann Bernoulli, I’Hospital und Euler. Danach ist die
schnellste Bahn eine Zykloide [4].

Abb7 Bild aus www.math.de/exponate/brachystochrone.html

Die Funktionsgleichung der Zykloide in Parameterform lautet

xX(t)=r(t—sint); yt) =r (I+cost)

Wie schon im Beispiel Seifenhaut ist es einfacher, t und r vorzugeben und die Randpunkte
abzuleiten, als umgekehrt mihsam zwei transzendente Gleichungen zu I6sen. Den Massstabs-
faktor r kdnnen wir r = 1 setzen.

Das Programm brachymc(np,nvers,tt,zb), d.h. brachymc(11,1000,4.5,.05) liefert (tt im Bo-
genmass):

Laufzeit langs Geraden = 230191
Laufzeit langs Stitzpunkten = 1.4545 25
Anteil erfolgreiche Versuche = 285
2

940665

545701

.289914

126955

046377

025661

114163 O 2

247783

10 451815 -1 0.5 7

11 785204

Abb. 8§

[ T R S N N S

-
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Die Laufzeit langs der Brachystochrone ist ca 37 % kiirzer als langs der geraden Strecke, ob-
wohl der Weg fast doppelt so lang ist.
Auf dem Handheld benétigt brachymc(7,400,4.5,.05) ca 40 sec.

Beispiel 4 : Kettenlinie (minimale potentielle Energie)

Héngt man ein Seil der Lange L an zwei Haken im Abstand D < L auf, nimmt es eine Kurven-
form an derart, dass die potentielle Energie minimal wird. Diese Form ist wiederum eine Ka-
tenoide. Eine gute physikalisch-mathematische Herleitung findet sich in [5].

Zur Monte Carlo Simulation dieser Situation wahlen wir langs des Seils np Punkte, wobei
deren x-Koordinaten aequidistant sein sollen. Zwischen den Punkten bestehe das Seil in einer
Anndherung aus np-1 geraden Segmenten. Deren L&ngen sind aber unterschiedlich, wenn die
Punkte langs x aequidistant sind. Mit dieser Modellannahme lautet das MC-Experiment wie
folgt :

., Wiihle zufillig einen Punkti (I < i < np-3).
Verdndere die y-Koordinate des Punktes i+1 um
ein zufdlliges Mass innerhalb einer vorgegeben
Grenze #zb. Dies erzeugt beim Segment s; eine
Ldngenverdnderung Al Sie wird durch eine Ver-
schiebung des Punktes i+2 in zu Pt i+1 entge-

gengesetzter Ordinatenrichtung durch die Seg- -
mente s, und s; kompensiert. Berechne die poten- i+l
tielle Energie E’,o; aller Segmente. Ist sie kleiner - X

als Epo;, fahre mit ihr und den neuen Punkten
weiter, andernfalls mit E,,; und den alten .

Abb. 9

Mit dieser Vorschrift wird das TI-Nspire Programm komplexer; die Kompensation der L&n-
genanderung Al erfordert die Losung einer quadratischen Gleichung .

Deshalb wahlen wir nun fir dieses Beispiel einer MC-Simulation mit 2 Bedingungen (pot.
Energie minimal und Seilldnge gegeben) einen eleganteren Losungsweg [6] : Er beginnt mit
einer geraden Strecke zwischen den Aufhédngepunkten und unterteilt diese ebenfalls mit np-2
Stltzpunkten in np-1 Segmente mit aequidistanten x-Koordinaten. Dieses Seil ist offensicht-
lich zu kurz. Wenn aber im MC-Verfahren der Ausdruck Epet * (1 + AbS[(Lson — List)/Lson] )
als Testgrosse verwendet wird, néhern sich gleichzeitig List an Lson und Epet dem Minimum.

Wie schon vorher geben wir der Einfachheit halber die Katenoide y(x) = a * cosh(x—_b) +c
a

vor, hier mit den Parametern a = 1.5, b = 2.3 und ¢ = 0. Fur die x-Koordinate der Aufhénge-
punkte wéhlen wir xo = 0 und x; = 4, was fiir die y-Koordinaten y(0) = 3.64 und y(4) = 2.57
ergibt. Fur die Seillange folgt L = 5.40 gegeniiber 4.14 fir die gerade Verbindung. Das Pro-
gramm kette(np,nvers,a,b,c,zb), d.h. kette(11,1500,1.5,2.3,0,.07 ) erzeugt folgendes Bild :
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Seillange = 5.40136

Pt y-Kat y—MC JaY 5 y

1 363706 3.63706 0.

2 2.87308 293123 -.058147 ¥

3 231462  2.3783%9 -063771

4 1.92174 1.98913 -06739

5 166632 1.70958 -.043264

<] 15301 151296 017138

7 1.50333 1.46132 042015

g 1.58411 1.559%9% 02416

9 1.7782 173354 044856 05 X
10 209949 208509 034398 —1 05 5
11 2.87096 2.57096 0. ‘1

Anteil Erfolge = 174667
Abb. 10

Auf dem Handheld ergibt kette(7,500,1.5,2.3,0,.1) in 35 sec ein gutes Resultat.

Beispiel 5 : Begrenzung einer Flache (minimale Lénge)

Zum Abschluss nochmals ein Extremalproblem mit Randbedingung : Im 1. Quadranten eines
Koordinatensystems seien zwei Punkte vorgegeben und durch eine Kurve verbunden. Die
Flache unter der Kurve sei ebenfalls vorgegeben, und wir suchen die Kurve mit minimaler
Lange. Wir wahlen wiederum np in x-Richtung aequidistante Stiitzpunkte und beginnen mit
y-Koordinaten geméass Abb 11. Die Flache unter der ,,Kurve* sind also anfanglich zwei Drei-
ecke, spater aber im Optimierungsprozess Trapeze. Mit dem in Beispiel 4 angewandten Ver-
fahren [6] lautet dann das MC-Experiment wie folgt :

,,» Halte die Randpunkte fest. Verdndere die y-Koordinate der np-2 inneren Punkte um ein
zufdlliges Mass innerhalb einer vorgegeben Grenze +zb. Berechne die Gesamtlinge der L
der Segmente und die Fldche F aus der Summe der Trapeze unter den Segmenten. Bilde das
Produkt zielneu = L * (1+ Abs[(F-Fon)/Fson]). Ist zielneu kleiner als zielalt, fahre mit zielneu
und den neuen Punkten, andernfalls mit zielalt und den alten Punkten weiter“.

Mit den Eckpunkten (0/1) und (1/1) liefert das Programm flaeche(ns,nvers,zb,Fy.y), d.h. flae-
che(11,3000,.007,.61) folgendes Ergebnis :

Flachesoll = .61
Flaecheist = .611394

. _ ) Endlage
Bogenlange = 1.57666

Anteil Erfolge = .363667

ad

Abb. 11
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Im Programm muss man beachten, dass man nur dann das globale Minimum findet, wenn
man so startet, dass die Bogenlange L zum Ziel hin stetig abnimmt. Daher die in Abb. 11 ein-
gezeichnete Ausgangslage.

Die analytische Losung ergibt fur die Begrenzung einen Kreisbogen, was bei symmetrischer
Ausgangslage besonders Klar ersichtlich ist. Dies hangt nattrlich mit den bekannten Extrema-
leigenschaften des Kreises zusammen. Besonders interessant wird die Frage, wenn man die
vorgegebene Flache immer weiter verkleinert, etwa im Beispiel mit den Randpunkten (0/1)
und (1/1). Fur Flachen F zwischen Kurve und x-Achse im Bereich 1-n/8 < F < 1 ergibt sich
ein Kreissegment durch die vorgegebenen Randpunkte, im Grenzfall F = 1 - ©/8 ein Halbkreis
(vgl Abb. 11). Flr Flachen im Bereich ¥ - ©/8 <= F < 1-n/8 ist der Halbkreis nach unten ver-
schoben, bis er bei F=%: - /8 die x-Achse berlhrt. Fur noch kleinere Flachen lassen wir die
Frage fiir den interessierten Leser offen!

[1] http://de.wikipedia.org/wiki/Monte-Carlo-Simulation

[2] Siehe dazu mehr im Artikel ,, & durch Zufallsregen“ von Benno Grabinger im T3-Heft
»Aufgaben mit TI-Nspire“, 2007. Allerdings noch ohne Programmierung.

[3] Toleranzschwelle und Sintflut : neue Ideen zur Optimierung von Gunter Dueck, Tobias
Scheuer und Hans-Martin Wallmeier. Spektrum der Wissenschaft 3/1993, p 42.

[4] vgl. z.B. http://mathworld.wolfram.com/BrachistochroneProblem.html

[5] http://mathsrv.ku-eichstaett.de/MGF/homes/grothmann/Projekte/Kettenlinie/index.html

[6] Vorschlag von Hansrudolf Schneider, Gymnasiallehrer fir Mathematik,
KS am Burggraben St. Gallen, am T3-Instruktorenworkshop vom 25/28.3.2008 in Sessa

Anhang : Tl-nspire CAS Programme
Programmstruktur

Die Programmstruktur der 5 Beispiele ist identisch, namlich
1. Definition der Ausgangslage
a. Festlegen der Randpunkte
b. Berechnen der Startkoordinaten xalt[i], yalt[i]
c. Berechnen des Anfangswerts der Zielgrosse zielalt
2. Durchfihren von nvers MC-Experimente
a. Berechnen der Versuchskoordinaten yneu/i].
In der Regel yneu/i] = yalt[i] + zb (rand(0) — 0.5)
b. Berechnen der Zielgrosse zielneu
c. Test, ob zielneu die Optimierungsvorschrift besser erflllt als zielalt.
d. Wenn ja, alte Werte (Zielgrosse, Koordinaten) gegen neue austauschen und
Erfolg verbuchen, andernfalls VVersuch verwerfen.
3. Resultat ausgeben

Seifenhaut

Define seife(np,nvers,a,zb)=

Prgm

:Local i,j

:DelVar xalt,yalt,yneu

:© Katenoide

cal:=a: ykat(x):=al*cosh((x-.5)/al)
:© Anfangswerte festlegen
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;re=ykat(0):zielalt:=2*r*3.141: erf>=0

:Disp "Fldche Zylinder = " zielalt
:Fori l,np
yaltfi] :=r: xalt[i] := it
np -1
:EndFor
:yneu:=yalt

:© nvers Monte-Carlo Experimente durchfiihren
:Fori 1 nvers
- Forj,2np-1
yneufj]:=min(yalt[j] +zb*(rand()-.5),r)
EndFor
zielneu:=0
Forj2np

zielneu:=zielneu+3.141*(yneufj] +tyneufj-1]) \/(yneu[j]-yneu[j-l])z +(i1)Z
np-

EndFor
If zielneu<zielalt Then
zielalt:=zielneu: erf:=erf+1:yalt:=yneu
EndIf
:EndFor
:Disp "optimierte Fliche = " zielalt
:Disp "Anteil Erfolge = ",approx(erfinvers)
:Disp "Punkt y-Koord"
:Foril,np
:Disp i," " yalt[i]
:EndFor
:EndPrgm

Lichtweg

Define licht(np,nvers,a,zb)=

Prgm

:Local i,j

:DelVar xalt,yalt,yneu

:© Ausgangslage definieren
X0:=0:x1:=1:90:=2: y1:=1: erfi=0

szielalt:=(0+y1)/2% | x1* + y0?

:Disp "Laufzeit direkt  =",zielalt

:Fori l,np
. i-1 . i-1
xaltfi] -=x0+ x1 syaltfi] -=y0- y0
np-1 np-1
:EndFor
Jyneu:=yalt

:© nvers MC-Experimente durchfiihren
:For il nvers

:Forj2,np-1
syneufj]:=yalt[j]+zb*(rand()-.5)
:EndFor

:zielneu:=0

:Forj,2,np

:zielneu:=zielneu~+(yneufj]+yneufj-1])/2 \/ (

:EndFor

Af zielneu<zielalt Then
:zielalt:=zielneu:yalt:=yneu:erf:=erf+1
:EndIf

:EndFor

:Disp "Laufzeit gekriimmt =",zielalt

x1

)+ (yneul j1- yneul j ~1])°
np-1
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:Disp "Anteil Erfolge =" approx(erf/nvers)
:Disp "Punkt  y-Koord."

:Fori l,np

:Disp i,"  "yalt[i]

:EndFor

:EndPrgm

Brachistochrone

Define brachymc(np,nvers, tt,zb)=

Prgm

:Local i,j

:DelVar xalt,yalx1,y1

:© Ausgangslage definieren

2 x0:=0:y0:=2:x1:=tt-sin(tt):y1:=1+cos(tt)

:Fori,l,np
xalt[i] :=x0+(x1-x0)*(i-1)/(np-1)
yalt[i] :=y0+(i-1)*(y1-y0)/(np-1)

:EndFor

syneu:=yalt:yger:=yalt

:© Laufzeit lings der Startgeraden berechnen

2 2
1 (002D :Disp "Laufzeit lings Geraden =" zielalt
2%9.81* (y0 - y1)
:© nvers Monte Carlo Experimente durchfiihren
cerf:=0
:For i Il nvers
va:=0: zielneu:=0
Forj,2,np-1
yneu[j]:=min(yalt[j] +zb*(rand()-.5),yger[j])
EndFor
Forj2np

ve:= \/va2 —2*9.81* (yneu| j]1— yneu[ j —1])

czielalt:=2%

2*\/(xalt[j] —xalt[ j —1])? + (yneu[ j] - yneu[ j —1])*

zielneu:=zielneu+
va +ve

EndFor
If zielneu<zielalt Then
zielalt:=zielneu: erf:=erf+1:yalt:=yneu

EndIf
:EndFor
:Disp "Laufzeit ldngs Stiitzpunkten = ", zielalt
:Disp "Anteil erfolgreiche Versuche = ",approx(erf/nvers)
:Fori l,np

Disp i," "yalt[i]
:EndFor
:EndPrgm

Kette

Define kette(np,nvers,a,b,c,zb)=

Prgm

:Local i,j,epot, list, Isoll,dl

:DelVar xalt,yalt,yger,yneu

:© Ausgangslage definieren

cal:=a:bl:=b:cl:=c
x—bl

:ykat(x):=al* cosh( 1 ) +cl

x1
x0:=0:x1:=4: Isoll:= j 1+ (? (vkat(x))? dx
x0 X

:Disp "Seilldnge = ",Isoll

Jva:=ve
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:Fori,l,np

o xaltfi] :=x0+(x1-x0)*(i-1)/(np-1):yalt[i] :=ykat(x0)+ (=™ (ykar(x) = ykat(x0))

np-1

:EndFor
syneu:=yalt:yger:=yalt
cerf:=0:list:= \/ (x1—x0)? + (yger[np] - yger[l])? :epot:=list*(yger[1]+yger[np])/2
list —Isoll

Isoll
:© nvers Monte Carlo Experimente durchfiihren
:For i 1,nvers
: epot:=0:list:=0
:Forj,2,np-1
syneufj]:=yalt[j]+min(zb*(rand()-.5),yger[j])
:EndFor
:Forj2np

xl_ .XO 2 R . 2

A= |( )° + (yneu[ j1— yneu[ j -1])

-1

:zielalt:=epot*(1+ Abs(

list:=list+dl

epot:=epot+(yneufj] +tyneufj-1])/2*dl
:EndFor
:zielneu:=epot*(1+ Abs (M )

Isoll

- If zielneu<zielalt Then
. zielalt:=zielneu:yalt:=yneu:erf:=erf+1
- EndIf
:EndFor
..Dl'sp V/I)t"’ n ’I, ”)/—Kat", ” H’ UJ/_MCH’ ” N’ NA ”
:Fori,l,np
:Disp i," " ykat(xalt[i])," "yalt[i]," " ykat(xalt[i])-yalt[i]
:EndFor
:Disp "Anteil Erfolge = ",approx(erf)/nvers)
:EndPrgm

Flache

Define flaeche(np,nvers,zb,fsoll)=

Prgm

:Local i,j

:DelVar yalt,yneu,yger

:Disp "Fldche soll  ="," " fsoll

:© Ausgangssituation = Trapez, durch Randpunkte aufgespannt

x0:=0:x1:=10:y0:=4:y1:=2:erf:=0:dx:=(x1-x0)/(np-1)

:Foril,np

xaltfi] :=dx*(i-1): yalt[i] :=0:

EndFor

yalt[1]:=y0:yalt[np] :=y1

syneu:=yalt:yger:=yalt

dx*(y0+ 1)

2

fsoll

- fsoll‘
‘)

:zielalt:= (\/dx2 +y0° +\/dx2 + 12 +dx*(np—3)) *(I+

:© nvers MC-Versuche durchfiihren.
:For i, 1,nvers

:fist:=0:laenge:=0

:Forj,2,np-1
cyneufj]:=max(0,yalt[j]+zb*(rand()-.5))
:EndFor

:© Fldiche und Bogenldnge berechnen
:Forj2,np
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fist—fist+ CLZXO” (;Ze(zgl_;)yneu[j -1))

:EndFor

fist — fsoll
Jfsoll

:zielneu:=laenge*(1+

)

:If zielneu<zielalt Then
:zielalt:=zielneu: yalt:=yneu:erf:-=erf+1

:EndIf

:EndFor

:Disp "Flaeche ist ="," " fist
:Disp "Bogenlinge ="," " laenge

:Disp "Anteil Erfolge = ",approx(erf/nvers)
:EndPrgm

Dr. Alfred Roulier, 3176 Neuenegg (CH)
a.roulier@bluewin.ch

: laenge:=laenge+ \/dx2 + (yneu[ j]1- yneu[ j —1])°

Seite 14 von 14










