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Extremalprobleme der Physik – mit Monte Carlo gelöst 
Alfred Roulier 


 
Tiefgründige mathematische oder physikalische Zusammenhänge können in Form von 
Extremalproblemen in elementar verständlicher Weise angesprochen werden – Schüler(innen) 
verstehen ohne weiteres, mit einer geschlossenen Schnur von gegebener Länge eine möglichst 
grosse Fläche zu umspannen. Die Lösung dieses Problemes, der Kreis, war zwar bereits den 
Griechen bekannt, wurde dann in Vergils Äneis ausgeführt, aber erst vom Berner Mathemati-
ker Jakob Steiner um 1840 streng bewiesen. Bei solchen Extremalproblemen sind Kurven 
oder Funktionen gesucht, welche eine damit definierte Grösse, je nach Situation, möglichst 
gross oder möglichst klein machen. In der  theoretischen Physik ist das Hamiltonsche Prinzip 
die bevorzugte Formulierung der Dynamik eines Systems (zB eines Massenpunktes in einem 
Potential) : der tatsächlich realisierte zeitliche Verlauf x(t) des Systems zwischen zwei gege-
benen Zuständen x(t1) und x(t2) zu festen Zeitpunkten t1 und t2 ist jener, welcher das Zeitin-
tegral der Lagrangefunktion extremal macht. Der Vorteil der Formulierung mittels Extre-
malprinzipien lässt sich am Prinzip der kürzesten Laufzeit des Lichtes zwischen zwei Punkten 
in einem Medium mit variablem Brechungsindex erkennen: diese Formulierung stellt erstens 
eine intuitiv fassbare Aussage dar und nimmt zweitens überhaupt keinen Bezug auf spezielle 
Koordinaten. 
 
Das Prinzip der kleinsten Wirkung ist zugleich tiefgründig und attraktiv. Es ist faszinierend, 
der Bildung und dem Spiel von Seifenblasen zuzuschauen. Sie sind kugelig und die kleinen 
fressen die grossen. Da wird man leicht zur Meinung verleitet, die „denkende“ Natur „wähle“ 
aus mehreren möglichen Situationen die ihr „optimal“ Erscheinende aus. 
 
Im folgenden ziehen wir uns auf einige klassische Extremalprobleme zurück, wo jede Prob-
lemstellung für sich ohne viel Hintergrund verständlich ist. Anstelle der analytischen Lösung, 
welche die den Schülern noch nicht zugängliche Variationsrechnung erfordert, nähern wir uns 
derselben mit Monte Carlo Methoden, welche sich auf dem TI-Nspire überschaubar imple-
mentieren lassen.   
 
 
Monte Carlo Methode 
 
Wikipedia [1] : „MC-Simulation, ist ein Verfahren aus der Stochastik, bei dem sehr häufig 
durchgeführte Zufallsexperimente die Basis darstellen. Es wird aufgrund der Ergebnisse ver-
sucht, mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitstheorie analytisch nicht oder nur aufwändig lösbare 
Probleme numerisch zu lösen. Als Rechtfertigung wird dabei vor allem das Gesetz der großen 
Zahl gesehen.“ 
 
Wir verwenden hier die MC-Methode in der Form des „kriechenden stochastischen Suchver-
fahrens (hill climbing method)“. Das einfache Beispiel der Bestimmung von  [2] zeigt sofort 
die Funktionsweise :  
 
Das Zufallsexperiment heisst hier : 
 „Wähle in einem Quadrat der Seitenlänge 1 zufällig einen Punkt und bestimme den Abstand 
zu einer Ecke. Ist er kleiner als 1, wird der Versuch angenommen und der Zähler „erf“ um 1 
erhöht, andernfalls verworfen“.  
 
In nvers Versuchen nähert sich die Zahl 4*erf/nvers der Zahl . (Man muss mit 4 multiplizie-
ren, weil das Versuchsquadrat nur 1 von 4 Quadranten des Einheitskreises umfasst). 
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Hier das TI-Nspire CAS Programm : 
 
Define mc_pi(n)= 
Prgm 
:Local i 
:© n Mal einen Zufallspunkt im Einheitsquadrat erzeu-
gen und zaehlen, wenn seine Norm <=1 ist. 
:erf:=0 
:For i,1,n 


:      If rand()^2rand()^2  ≤1 Then 


:            erf:=erf+1 
:      EndIf 
:EndFor 
:Disp approx(4 erf/n) 
:EndPrgm 


 


 
 


   Abb. 1 


 
Anhand von fünf Beispielen zeigen wir nun, wie mit der MC-Methode und dem Werkzeug 
TI-Nspire CAS Extremalaufgaben gelöst werden können. Weil hierzu das Resultat der  physi-
kalisch-mathematischen Analyse a priori bekannt ist, können wir jeweils zeigen, wie sich der 
MC-Prozess der „richtigen“ Lösung nähert. Das ist insofern problemlos, als der MC-Prozess 
in diesen Beispielen mit den gewählten Anfangswerten das globale Optimum findet und nicht 
etwa in einem lokalen stecken bleibt. Mehr über Konvergenzfragen findet man leicht ver-
ständlich im Hinweis [3]. 
 
 
Beispiel 1: Seifenhaut (Oberflächenenergie minimal) :  
 
Zwischen zwei gleich grossen, parallelen, kreisförmigen Drahtringen werde eine Seifenhaut 
aufgespannt. Der Radius der Kreisringe sei r, ihr Abstand L. Unter der Annahme einer zylind-
rischen Oberfläche misst diese F = 2 r  L. Ist aber die Haut wie in Abb. 2 gezeigt in der Mitte 
auf den Radius x eingeschnürt, so setzt sich ihre Oberfläche F’ aus der Mantelfläche zweier 
Kegelstümpfe zusammen, also  


F’ = 2  (r+x) 2 2( ) / 4r x L   


Die Funktion 
'( )


2


F x



 ist in Abb. 3 für die Werte r = L = 1 aufgezeichnet, und man erkennt, 


dass die Fläche unter diesen Bedingungen bei x = 0.85 minimal wird. 
 


 


Abb. 2  
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Genau das geschieht in Wirklichkeit : Die Seifenhaut zieht sich gegen die Mitte zusammen, 
weil im Gleichgewicht die Oberflächenenergie (die Energie, die zum Überwinden der 
zwischenmolekularen Bindungskräfte notwendig ist, wenn eine neue Oberfläche einer Flüs-
sigkeit erzeugt wird ) und damit die Oberfläche minimal ist. 
 
Es interessiert nun die genaue Form. Zu diesem Zweck beginnen wir mit einer zylindrischen 
Seifenhaut mit Oberfläche F und unterteilen die Mantellinie mit np aequidistanten Stützpunk-
ten in np-1 gerade Segmente. Der Monte Carlo Versuch lautet nun : 
 
„ Halte die Randpunkte fest. Verändere die y-Koordinate der np-2 inneren Punkte um ein 
zufälliges Mass innerhalb eines vorgegebenen Bereichs  zb. Berechne die Gesamtfläche F’ 
der np-1 Kegelstümpfe. Ist F’ kleiner als F, fahre mit F’ und den neuen Punkten, andernfalls 
mit F und den alten Punkten weiter“.   
 
Wir erwarten, dass nach hinreichend vielen Versuchen die y-Koordinaten der np Punkte die 
richtige Seifenhaut-Mantellinie abbilden. Was ist dabei „richtig“ ? Der analytische Lösungs-
weg führt zu einer Katenoide. Deren Funktionsgleichung lautet mit L = 1 und dem linken 
Randpunkt auf der Ordinate y(x) = a Cosh[(x- ½)/a]. Es ist einfacher, den Formparameter a 
vorzugeben und r, also y(0) zu berechnen als umgekehrt. Mit a = 0.5 wird r = y(0) = 0.77. 
 
Mit der Zufallsspanne zb im MC-Experiment muss man etwas experimentieren. Wählt man 
zb zu gross, wird die Erfolgsrate zu klein. Mit kleinerem zb wird zwar die Erfolgsrate besser, 
aber man benötigt mehr Versuche. Mit zb = 0.003 erzielt man in 3000 Versuchen eine gute 
Konvergenz.  
 
Dieser Plan wird im TI-Nspire Programm seife(Punktzahl, Versuchszahl, Formparame-
ter,Zufallsbereich), d.h. seife(11,3000,.5,.003) umgesetzt (Listing im Anhang) und die errech-
neten y-Koordinaten werden als Scatterplot zusammen mit der Katenoide im Grafikfenster 
abgebildet. 
 


  
Abb. 3  
 
Die Konvergenz ist beachtlich und könnte mit mehr Versuchen noch verbessert werden. Die 
Flächenreduktion beträgt 8.7 %. Unter Erfolg ist ein MC-Versuch gemeint, der zu einer Flä-
chenreduktion führt.  
Der Handheld rechnet allerdings langsamer, und man muss Abstriche bei der Punktzahl ns, 
der Anzahl Versuche nvers und beim Parameter zb vornehmen. Mit np = 7, nvers = 600 und 
zb = .007 erhält man dennoch in ca 40 sec ein gutes Resultat. 
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Beispiel 2 : gekrümmter Lichtweg (Lichtlaufzeit minimal) :  
 
In einem Medium wie Luft, Wasser oder Glas pflanzt sich das Licht langsamer (Geschwin-
digkeit v) fort als im Vakuum (Geschwindigkeit c). Der Brechungsindex n ist definiert als 
n = c/v. Wir untersuchen den Weg des Lichts durch ein Medium mit einem Brechungsgra-
dienten unter Berücksichtigung der Tatsache, dass die Lichtlaufzeit minimal sein muss, wie 
folgt : 
 


 
Abb. 4 
 
Die Koordinaten der Lichtquelle seien (0/y0), jene des Empfängers (x1/0). Der Brechungsin-
dex nehme von unten nach oben linear zu. Wir verlieren nichts an Aussagekraft, wenn wir der 
Einfachheit halber n(y) = y und c = 1 setzen. Nun denken wir uns die Strecke von der Quelle 
zum Empfänger in np-1 Segmente (np Stützpunkte) mit konstantem Brechungsindex unter-
teilt. Die Laufzeit T des Lichts längs dieser Segmente ist dann  
T = Summe(Segmentlänge * mittlerer Brechungsindex / c).  
Wir beginnen mit einer Geraden zwischen Lichtquelle und Empfänger. 
 
Der Monte-Carlo Versuch lautet hier : 
„ Halte die Randpunkte fest. Verändere die y-Koordinate der np-2 inneren Punkte um ein 
zufälliges Mass innerhalb einer vorgegeben Grenze  zb. Berechne die Gesamtzeit T’ des 
Lichts längs der np-1 Segmente. Ist T’ kleiner als T, fahre mit T’ und den neuen Punkten, an-
dernfalls mit T und den alten Punkten weiter“.   
 
Mit den Randpunkten (0/2) und (1/1) fällt der Brechungsindex linear von 2 auf 1 ab.  
Das entsprechende TI-Nspire Programm licht(Punktzahl,Versuchszahl,zb) d.h.  licht-
strahl(11,1000,0.05) ergibt:  
 


 


 


 
Abb. 5  
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In Abb. 5 sehen wir, dass der Lichtweg mit minimaler Laufzeit gekrümmt ist und zwar so, 
dass das Licht zuerst im optisch dünneren Bereich verbleibt. Der Zeitgewinn ist ca 2 %. Das 
analytische Ergebnis ist wiederum eine Katenoide, und wir stellen eine gute Konvergenz nach 
1000 Versuchen fest.  


(Die Variationsrechnung ergibt mit diesen Randpunkten 
1.36 1.36


0.95 0.95
1


( ) * 0.45*
2


x x


y x e e
 


  ) 


 
Auf dem Handheld liefert licht(7,500,.05) in 35 sec ein gutes Ergebnis. 
 
Wir beobachten dieses Phänomen in der Natur häufig, nämlich bei der auf- oder untergehen-
den Sonne. Allerdings ist der Effekt dort nicht so ausgeprägt wie in diesem künstlichen Bei-
spiel mit einer Halbierung des Brechungsindexes längs der untersuchten Strecke. Der Licht-
weg der Sonne am Horizont fällt ungefähr längs 400 km von 10 km auf Erdniveau ab. Der 
Brechungsindex nimmt dabei von 1.0011 auf 1.00292 zu. (Die Krümmung ist also im Ver-
gleich zu unserem Beispiel nach oben ausgebildet). Der Winkel zwischen der geraden (kür-
zesten) und der eintreffenden gekrümmten (schnellsten) Verbindung beträgt ca 0.6º. Das ge-
nügt, dass wir die Sonne noch sehen, obschon sie gerade untergegangen ist. Das hier vorge-
stellte Verfahren ist indessen für die Abbildung dieser Situation zu ungenau. 
 
 
Beispiel 3 : Brachistochrone (minimale Laufzeit) 
 
Weil wir wissen, dass die kürzeste Verbindung zweier Punkte eine gerade Strecke ist, denken 
wir vielleicht, dies sei auch der schnellste Weg. Aber manchmal täuscht uns die Intuition.  
 


 
 
Abb. 6 
 
Beispielsweise soll in Abb. 6 eine Masse reibungsfrei von A nach B hinuntergleiten. Um he-
rauszufinden, ob der direkte Weg s im Vergleich zum "Umweg" s1 + s2 schneller oder lang-
samer ist, muss man bei gegebener Strecke und Anfangsgeschwindigkeit va die Laufzeit t und 
die Endgeschwindigkeit ve berechnen. Die Unstetigkeit beim Knick soll uns in dieser Ab-
schätzung nicht kümmern, d.h. va2 = ve1. Die Beziehungen sind : 


ve = 2
a 2v g h   Aus dem Energiesatz; g ist die Erdbeschleunigung, h = h – h1 


t   = 
a e


2 s 


v  +  v
 


Weil die Beschleunigung g konstant ist, kann man s durch die mittlere Geschwin-     
digkeit teilen. 


Mit den Zahlen s = 1, h = 0.05, d = 0.1, h1 = 0.03 und g = 10 ergibt sich für den direkten Weg 
ve = 1  und  tdirekt = 2.  
Für den „Umweg“ längs s1 hingegen ve1 = 0.775 , t1 = 0.269 und längs s2 ve2 = 1 (wie auf 
dem direkten Weg), t2 = 1.014.  
Der Vergleich von tUmweg = t1+ t2 = 1.283 mit tdirekt =2 zeigt deutlich : der „Umweg“ ist 
schneller. 
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Nach  diesem Befund vermuten wir, dass es tatsächlich eine Bahnkurve gibt, längs welcher 
die Laufzeit kürzer ist als längs der schiefen Strecke. Wir finden eine Näherung dieser Bahn-
kurve, indem wir wie in den beiden vorangegangenen Beispielen vom direkten Weg s mit der 
Laufzeit T ausgehen und in nvers Monte Carlo Versuchen sukzessive einen schnelleren Weg 
suchen. Dazu unterteilen wir s in np-1 Segmente (np Stützpunkte). Der einzelne Monte Carlo 
Versuch lautet dann : 
 
„ Halte die Randpunkte fest. Verändere die y-Koordinate der np-2 inneren Punkte um ein 
zufälliges Mass innerhalb einer vorgegeben Grenze  zb. Berechne die gesamte Laufzeit T’ 
des Massenpunkts längs der ns-1 Segmente. Ist T’ kleiner als T, fahre mit T’ und den neuen 
Punkten, andernfalls mit T und den alten Punkten weiter“.   
 
Die physikalisch-mathematische Suche nach der exakten Kurvenform mittels Variationsrech-
nung ist eine bemerkenswerte Leistung der „Erfinder“ der Infinitesimalrechnung, Leibniz und 
Newton und deren ersten Anwendern, Johann Bernoulli, l’Hospital und Euler.  Danach ist die 
schnellste Bahn eine Zykloide [4]. 
 


 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
Abb7  Bild aus www.math.de/exponate/brachystochrone.html 


 


 
Die Funktionsgleichung der Zykloide in Parameterform lautet  
x(t) = r (t – sin t) ; y(t) = r (1+cos t) 
Wie schon im Beispiel Seifenhaut ist es einfacher, t und r vorzugeben und die Randpunkte 
abzuleiten, als umgekehrt mühsam zwei transzendente Gleichungen zu lösen. Den Massstabs-
faktor r können wir r = 1 setzen.  
Das Programm brachymc(np,nvers,tt,zb), d.h. brachymc(11,1000,4.5,.05) liefert (tt im Bo-
genmass):  
 


  
Abb. 8  
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Die Laufzeit längs der Brachystochrone ist ca 37 % kürzer als längs der geraden Strecke, ob-
wohl der Weg fast doppelt so lang ist. 
Auf dem Handheld benötigt brachymc(7,400,4.5,.05) ca 40 sec. 
 
 
Beispiel 4 : Kettenlinie (minimale potentielle Energie) 
 
Hängt man ein Seil der Länge L an zwei Haken im Abstand D < L auf, nimmt es eine Kurven-
form an derart, dass die potentielle Energie minimal wird. Diese Form ist wiederum eine Ka-
tenoide. Eine gute physikalisch-mathematische Herleitung findet sich in [5].  
 
Zur Monte Carlo Simulation dieser Situation wählen wir längs des Seils np Punkte, wobei 
deren x-Koordinaten aequidistant sein sollen. Zwischen den Punkten bestehe das Seil in einer 
Annäherung aus np-1 geraden Segmenten. Deren Längen sind aber unterschiedlich, wenn die 
Punkte längs x aequidistant sind. Mit dieser Modellannahme lautet das MC-Experiment wie 
folgt : 
 
„ Wähle zufällig einen Punkt i (1   i   np-3). 
Verändere die y-Koordinate des Punktes i+1 um 
ein zufälliges Mass innerhalb einer vorgegeben 
Grenze  zb. Dies erzeugt beim Segment s1 eine 
Längenveränderung l. Sie wird durch eine Ver-
schiebung des Punktes i+2 in zu Pt i+1 entge-
gengesetzter Ordinatenrichtung durch die Seg-
mente s2 und s3 kompensiert. Berechne die poten-
tielle Energie E’pot aller Segmente. Ist sie kleiner 
als Epot, fahre mit ihr und den neuen Punkten 
weiter, andernfalls mit Epot und den alten“.   
Abb. 9  


 
Mit dieser Vorschrift wird das TI-Nspire Programm komplexer; die Kompensation der Län-
genänderung l erfordert die Lösung einer quadratischen Gleichung .  
 
Deshalb wählen wir nun für dieses Beispiel einer MC-Simulation mit 2 Bedingungen (pot. 
Energie minimal und Seillänge gegeben) einen eleganteren Lösungsweg [6] : Er beginnt mit 
einer geraden Strecke zwischen den Aufhängepunkten und unterteilt diese ebenfalls mit np-2 
Stützpunkten in np-1 Segmente mit aequidistanten x-Koordinaten. Dieses Seil ist offensicht-
lich zu kurz. Wenn aber im MC-Verfahren der Ausdruck Epot * ( 1 + Abs[(Lsoll – List)/Lsoll] ) 
als Testgrösse verwendet wird, nähern sich gleichzeitig List an Lsoll und Epot dem Minimum.  


Wie schon vorher geben wir der Einfachheit halber die Katenoide y(x) = cosh( )
x b


a c
a



   


vor, hier mit den Parametern a = 1.5, b = 2.3 und c = 0. Für die x-Koordinate der Aufhänge-
punkte wählen wir x0 = 0 und x1 = 4, was für die y-Koordinaten y(0) = 3.64 und y(4) = 2.57 
ergibt. Für die Seillänge folgt L = 5.40 gegenüber 4.14 für die gerade Verbindung. Das Pro-
gramm kette(np,nvers,a,b,c,zb), d.h. kette(11,1500,1.5,2.3,0,.07 ) erzeugt folgendes Bild : 
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Abb. 10  
 
Auf dem Handheld ergibt kette(7,500,1.5,2.3,0,.1) in 35 sec ein gutes Resultat.   
 
 
Beispiel 5 : Begrenzung einer Fläche (minimale Länge) 
  
Zum Abschluss nochmals ein Extremalproblem mit Randbedingung : Im 1. Quadranten eines 
Koordinatensystems seien zwei Punkte vorgegeben und durch eine Kurve verbunden. Die 
Fläche unter der Kurve sei ebenfalls vorgegeben, und wir suchen die Kurve mit minimaler 
Länge. Wir wählen wiederum np in x-Richtung aequidistante Stützpunkte und beginnen mit 
y-Koordinaten gemäss Abb 11. Die Fläche unter der „Kurve“ sind also anfänglich zwei Drei-
ecke, später aber im Optimierungsprozess Trapeze. Mit dem in Beispiel 4 angewandten Ver-
fahren [6] lautet dann das MC-Experiment wie folgt : 
 
„ Halte die Randpunkte fest. Verändere die y-Koordinate der np-2 inneren Punkte um ein 
zufälliges Mass innerhalb einer vorgegeben Grenze  zb. Berechne die Gesamtlänge der L 
der Segmente und die Fläche F aus der Summe der Trapeze unter den Segmenten. Bilde das 
Produkt zielneu = L * (1+ Abs[(F-Fsoll)/Fsoll]). Ist zielneu kleiner als zielalt, fahre mit zielneu 
und den neuen Punkten, andernfalls mit zielalt und den alten Punkten weiter“.   
 
Mit den Eckpunkten (0/1) und (1/1) liefert das Programm flaeche(ns,nvers,zb,Fsoll), d.h. flae-
che(11,3000,.007,.61) folgendes Ergebnis :  
 


 
 


 


 
Abb. 11                 
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Im Programm muss man beachten, dass man nur dann das globale Minimum findet, wenn 
man so startet, dass die Bogenlänge L zum Ziel hin stetig abnimmt. Daher die in Abb. 11 ein-
gezeichnete Ausgangslage. 
 
Die analytische Lösung ergibt für die Begrenzung einen Kreisbogen, was bei symmetrischer 
Ausgangslage besonders klar ersichtlich ist. Dies hängt natürlich mit den bekannten Extrema-
leigenschaften des Kreises zusammen. Besonders interessant wird die Frage, wenn man die 
vorgegebene Fläche immer weiter verkleinert, etwa im Beispiel mit den Randpunkten (0/1) 
und (1/1). Für Flächen F zwischen Kurve und x-Achse im Bereich 1-/8 < F < 1 ergibt sich 
ein Kreissegment durch die vorgegebenen Randpunkte, im Grenzfall F = 1 - /8 ein Halbkreis      
(vgl Abb. 11). Für Flächen im Bereich ½ - /8 <= F < 1-/8 ist der Halbkreis nach unten ver-
schoben, bis er bei F=½ - /8 die x-Achse berührt. Für noch kleinere Flächen lassen wir die 
Frage für den interessierten Leser offen!  
 
 
[1]  http://de.wikipedia.org/wiki/Monte-Carlo-Simulation 
[2]  Siehe dazu mehr im Artikel „  durch Zufallsregen“ von Benno Grabinger im T3-Heft 
      „Aufgaben mit TI-Nspire“, 2007. Allerdings noch ohne Programmierung. 
[3]  Toleranzschwelle und Sintflut : neue Ideen zur Optimierung von Gunter Dueck, Tobias 
       Scheuer und Hans-Martin Wallmeier. Spektrum der Wissenschaft 3/1993, p 42. 
[4]  vgl. z.B. http://mathworld.wolfram.com/BrachistochroneProblem.html 
[5]  http://mathsrv.ku-eichstaett.de/MGF/homes/grothmann/Projekte/Kettenlinie/index.html 
[6]  Vorschlag von Hansrudolf Schneider, Gymnasiallehrer für Mathematik,  
       KS am Burggraben St. Gallen, am T3-Instruktorenworkshop vom 25/28.3.2008 in Sessa 
 
 
Anhang : TI-nspire CAS Programme 
 
Programmstruktur 
 
Die Programmstruktur der 5 Beispiele ist identisch, nämlich 


1. Definition der Ausgangslage 
a. Festlegen der Randpunkte 
b. Berechnen der Startkoordinaten xalt[i], yalt[i] 
c. Berechnen des Anfangswerts der Zielgrösse zielalt 


2. Durchführen von nvers MC-Experimente 
a. Berechnen der Versuchskoordinaten yneu[i].  


In der Regel yneu[i] = yalt[i] + zb (rand(0) – 0.5) 
b. Berechnen der Zielgrösse zielneu 
c. Test, ob zielneu die Optimierungsvorschrift besser erfüllt als zielalt. 
d. Wenn ja, alte Werte (Zielgrösse, Koordinaten) gegen neue austauschen und 


Erfolg verbuchen, andernfalls Versuch verwerfen. 
3. Resultat ausgeben 


 
Seifenhaut 
Define seife(np,nvers,a,zb)= 
Prgm 
:Local i,j 
:DelVar xalt,yalt,yneu 
:© Katenoide 
:a1:=a: ykat(x):=a1*cosh((x-.5)/a1) 
:© Anfangswerte festlegen 
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:r:=ykat(0):zielalt:=2*r*3.141: erf:=0 
:Disp "Fläche Zylinder    =  ",zielalt 
:For i,1,np 


:yalt[i]:=r: xalt[i]:=
1


1


i


np






  


:EndFor 
:yneu:=yalt 
:© nvers Monte-Carlo Experimente durchführen 
:For i,1,nvers 
:     For j,2,np-1 
:         yneu[j]:=min(yalt[j]+zb*(rand()-.5),r) 
:     EndFor 
:     zielneu:=0 
:     For j,2,np 


:        zielneu:=zielneu+3.141*(yneu[j]+yneu[j-1]) 2 21
(yneu[j]-yneu[j-1]) +( )


np-1
 


:     EndFor 
:     If zielneu<zielalt Then 
:          zielalt:=zielneu: erf:=erf+1:yalt:=yneu 
:     EndIf 
:EndFor 
:Disp "optimierte Fläche =  ",zielalt 
:Disp "Anteil Erfolge       =  ",approx(erf/nvers) 
:Disp "Punkt        y-Koord" 
:For i,1,np 
:Disp i,"             ",yalt[i] 
:EndFor 
:EndPrgm 
 
Lichtweg 
Define licht(np,nvers,a,zb)= 
Prgm 
:Local i,j 
:DelVar xalt,yalt,yneu 
:© Ausgangslage definieren 
:x0:=0:x1:=1:y0:=2: y1:=1: erf:=0 


:zielalt:=(y0+y1)/2* 2 21 0x y   


:Disp "Laufzeit direkt     =",zielalt 
:For i,1,np 


:xalt[i]:=x0+
1


1
1


i
x


np






:yalt[i]:=y0-
1


0
1


i
y


np






 


:EndFor 
:yneu:=yalt 
:© nvers MC-Experimente durchführen 
:For i,1,nvers 
:For j,2,np-1 
:yneu[j]:=yalt[j]+zb*(rand()-.5) 
:EndFor 
:zielneu:=0 
:For j,2,np 


:zielneu:=zielneu+(yneu[j]+yneu[j-1])/2 2 21
( ) ( [ ] [ 1])


1


x
yneu j yneu j


np
  



 


:EndFor 
:If zielneu<zielalt Then 
:zielalt:=zielneu:yalt:=yneu:erf:=erf+1 
:EndIf 
:EndFor 
:Disp "Laufzeit gekrümmt =",zielalt 
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:Disp "Anteil Erfolge     =",approx(erf/nvers) 
:Disp "Punkt     y-Koord." 
:For i,1,np 
:Disp i,"      ",yalt[i] 
:EndFor 
:EndPrgm 
 
Brachistochrone 
Define brachymc(np,nvers,tt,zb)= 
Prgm 
:Local i,j 
:DelVar xalt,yal,x1,y1 
:© Ausgangslage definieren 
: x0:=0:y0:=2:x1:=tt-sin(tt):y1:=1+cos(tt) 
:For i,1,np 
:     xalt[i]:=x0+(x1-x0)*(i-1)/(np-1) 
:     yalt[i]:=y0+(i-1)*(y1-y0)/(np-1)  
:EndFor 
:yneu:=yalt:yger:=yalt 
:© Laufzeit längs der Startgeraden  berechnen 


:zielalt:=2*
2 21 ( 0 1)


2 *9.81* ( 0 1)


x y y


y y


 



:Disp "Laufzeit längs Geraden         = ",zielalt 


:© nvers Monte Carlo Experimente durchführen 
:erf:=0 
:For i,1,nvers 
:     va:=0: zielneu:=0 
:     For j,2,np-1 
:          yneu[j]:=min(yalt[j]+zb*(rand()-.5),yger[j]) 
:     EndFor 
:     For j,2,np 


:          ve:= 2 2*9.81*( [ ] [ 1])va yneu j yneu j    


:           zielneu:=zielneu+
2 22* ( [ ] [ 1]) ( [ ] [ 1])xalt j xalt j yneu j yneu j


va ve


    



: va:=ve 


:     EndFor 
:     If zielneu<zielalt Then 
:          zielalt:=zielneu: erf:=erf+1:yalt:=yneu 
:     EndIf 
:EndFor 
:Disp "Laufzeit längs Stützpunkten  = ",zielalt 
:Disp "Anteil erfolgreiche Versuche  =  ",approx(erf/nvers) 
:For i,1,np 
:    Disp i,"   ",yalt[i] 
:EndFor 
:EndPrgm 
 
Kette 
Define kette(np,nvers,a,b,c,zb)= 
Prgm 
:Local i,j,epot,list,lsoll,dl 
:DelVar xalt,yalt,yger,yneu 
:© Ausgangslage definieren  
:a1:=a:b1:=b:c1:=c 


:ykat(x):=a1*
1


cosh( )
1


x b


a



+c1 


:x0:=0:x1:=4: lsoll:=
1


2


0


1 ( ( ( ))
x


x


dy
ykat x


dx
 dx  


:Disp "Seillänge = ",lsoll 
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:For i,1,np 


:   xalt[i]:=x0+(x1-x0)*(i-1)/(np-1):yalt[i]:=ykat(x0)+
( 1)*( ( 1) ( 0))


1


i ykat x ykat x


np


 



 


:EndFor 
:yneu:=yalt:yger:=yalt 


:erf:=0:list:= 2 2( 1 0) ( [ ] [1])x x yger np yger   :epot:=list*(yger[1]+yger[np])/2 


:zielalt:=epot*(1 (
list lsoll


Abs
lsoll



 ) 


:© nvers Monte Carlo Experimente durchführen 
:For i,1,nvers 
:   epot:=0:list:=0 
:For j,2,np-1 
:yneu[j]:=yalt[j]+min(zb*(rand()-.5),yger[j]) 
:EndFor 
:For j,2,np 


:dl:= 2 21 0
( ) ( [ ] [ 1])


1


x x
yneu j yneu j


np



  



 


:     list:=list+dl 
:     epot:=epot+(yneu[j]+yneu[j-1])/2*dl 
:EndFor 


:zielneu:=epot*(1 (
list lsoll


Abs
lsoll



 ) 


:   If zielneu<zielalt Then 
:   zielalt:=zielneu:yalt:=yneu:erf:=erf+1 
:   EndIf 
:EndFor 
:Disp "Pt","   ","y-Kat","      ","y-MC","       ","Δ" 
:For i,1,np 
:Disp i,"    ",ykat(xalt[i]),"   ",yalt[i],"    ",ykat(xalt[i])-yalt[i] 
:EndFor 
:Disp "Anteil Erfolge   = ",approx(erf)/nvers) 
:EndPrgm 
 
Fläche 
Define flaeche(np,nvers,zb,fsoll)= 
Prgm 
:Local i,j 
:DelVar yalt,yneu,yger 
:Disp "Fläche soll      =","   ",fsoll 
:© Ausgangssituation = Trapez, durch Randpunkte aufgespannt 
:x0:=0:x1:=10:y0:=4:y1:=2:erf:=0:dx:=(x1-x0)/(np-1) 
:For i,1,np 
:xalt[i]:=dx*(i-1): yalt[i]:=0: 
EndFor 
yalt[1]:=y0:yalt[np]:=y1 
:yneu:=yalt:yger:=yalt 


:zielalt:= 2 2 2 2( 0 1 * ( 3))dx y dx y dx np      *(1+


*( 0 1)


2


dx y y
fsoll


fsoll






)  


:© nvers MC-Versuche durchführen.  
:For i,1,nvers 
:fist:=0:laenge:=0 
:For j,2,np-1 
:yneu[j]:=max(0,yalt[j]+zb*(rand()-.5)) 
:EndFor 
:© Fläche und Bogenlänge berechnen 
:For j,2,np 
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:fist:=fist+
( 1 0)*( [ ] [ 1])


2*( 1)


x x yneu j yneu j


np


  



: laenge:=laenge+ 2 2( [ ] [ 1])yneu j yneu jdx     


:EndFor 


:zielneu:=laenge*(1+
fist fsoll


fsoll



) 


:If zielneu<zielalt Then 
:zielalt:=zielneu: yalt:=yneu:erf:=erf+1 
:EndIf 
:EndFor 
:Disp "Flaeche ist      =","   ",fist 
:Disp "Bogenlänge     =","   ",laenge 
:Disp "Anteil Erfolge  = ",approx(erf/nvers) 
:EndPrgm 
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