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2 Materialien zum neuen Lehrplan

Vorwort

Die vorliegende Handreichung ist sowohl fiir die Lehrerfortbildung wie auch als Vorlage fiir den
Unterricht gedacht. Die Auswahl der Themen und Befehle basiert auf der Konzeption des Lehrplans
der Klasse 11 sowie der Wahlbereiche im Lehrplan fiir die Neue Gymnasiale Oberstufe (Klassen 12
und 13) am allgemeinbildenden Gymnasium in Baden-Wiirttemberg.
Die beschriebene Vorgehensweise ist in der Regel unterrichtserprobt.

Einige Hinweis zur Benutzung dieser Handreichung:

e Es werden Grundkenntnisse im Umgang mit dem TI-83 Plus vorausgesetzt. Fiir Neueinsteiger
wird empfohlen, zunichst in der Handreichung Mathematik unterrichten mit TI-83 und TI-83
Plus in Klassenstufe 12 und 13 — Teil I - Analysis - das Kapitel ,,Eine kurze Einfiihrung in das
Arbeiten mit dem TI-83 Plus*“ — durchzuarbeiten. Dort werden allgemeine Vorgehensweisen
und Eigenschaften des Rechners sowie Moglichkeiten, auf Fehler zu reagieren, sehr ausfiihrlich
vorgestellt.

e Es wird nur ein minimaler Befehlssatz verwendet, der sich in der Unterrichtspraxis bewéhrt hat.
Eine wichtige Rolle spielen grafische Darstellungen.

e Bei komplexeren Sachverhalten ist durch Tastenkombinationen angegeben, wie der Rechner
bedient wird. AuBBerdem sind die Bildschirmausgaben dargestellt.

e In Kapitel 1 wird zunichst ein Uberblick iiber die Maglichkeiten des Rechners zur Bearbeitung
stochastischer Probleme angegeben. Dort wird auf die in den weiteren Kapiteln ausfiihrlich be-
handelten Themen verwiesen.

e In den Kapiteln 2 bis 4 wird im wesentlichen der Einsatz des Rechners beim Stochastikunter-
richt der Klasse 11 behandelt, also bei der Binomialverteilung und Hypothesentests. Es wird
dabei viel Wert auf experimentelle Zuginge gelegt.

e In Kapitel 5 wird gezeigt, wie der Rechner bei stochastischen Experimenten zur Erzeugung von
Zufallszahlen eingesetzt werden kann. Insbesondere konnen binomial verteilte Zufallszahlen er-
zeugt werden.

e Kapitel 6 behandelt den Einsatz des Rechners bei Kurvenanpassung, ein Thema, das besonders
fiir den naturwissenschaftlichen Unterricht von Interesse ist.

e Bei Kapitel 7 geht es um das Wahlthema ,,Markoftketten* aus JG 12/13, das mit dem Wahlthe-
ma ,,mehrstufige Prozesse* aus Lerneinheit 5 (Lineare Gleichungssysteme, Vektoren) verwandt
ist. Siehe dazu auch Teil II — Analytische Geometrie dieser Handreichung. Es bietet eine ideale
Verbindung der Stochastik mit Inhalten der linearen Algebra (Matrizenrechnung, Gleichungs-
systeme) und der Analysis (Grenzwerte). Diese unterrichtserprobte Einheit ldsst sich gut nach
dem schriftlichen Abitur integrieren und bietet auch Stoff fiir Aufgaben des miindlichen Abi-
turs.

e Kapitel 1, 2, 5, 6, 7 konnen unabhingig voneinander bearbeitet werden. Die Bearbeitung von
Kapitel 3 setzt die Bearbeitung von Kapitel 2 voraus, die Bearbeitung von Kapitel 4 setzt die
Bearbeitung von Kapitel 2 voraus. Auflerdem werden in Kapitel 4 Erwartungswert und Stan-
dardabweichung bendétigt, die z.B. wie in Kapitel 3 eingefiihrt werden konnen.

e Die Handreichung ist so gehalten, dass sich auch eine Schiilerin oder ein Schiiler damit selb-
stindig in ein Themengebiet einarbeiten kann (entsprechend dem Lehrplan JG 12/13, Vorschli-
ge fur selbstorganisiertes Lernen, andere Lernleistungen). Natlirlich ist dann zusétzlich die
Verwendung eines geeigneten Stochastik-Lehrbuches zu empfehlen.

Diese Handreichung kann nicht das Handbuch ersetzen, in dem alle Moglichkeiten des Rechners
beschrieben sind. Hier geht es eher darum, mit moglichst wenig Aufwand ein unterrichtsorientiertes
Arbeiten mit dem Rechners zu ermoglichen.

Das Material kann auch fiir den TI-83 verwendet werden.

© 2003 Texas Instruments



Brandt: Mathematik unterrichten mit TI-83 und TI-83 Plus in Klasse 11 bis 13 — Terl IIl Stochastik 3

| Uberblick iiber die wichtigsten Stochastik-Funktionen

Der folgende Uberblick zeigt, dass der TI-83 Plus ein méchtiges Hilfsmittel zur Losung stochasti-
scher Probleme ist. Nur ein kleiner Teil davon wird nach dem Lehrplan von Baden-Wiirttemberg im
Schulunterricht gebraucht.

Es wird jedoch offensichtlich, dass der Rechner auch {iber die Schulzeit hinaus in vielen Studien-
giangen und Anwendungsbereichen niitzlich sein kann, denn besonders statistische Berechnungen
werden dort sehr oft benotigt.

Auf die in dieser Handreichung niher behandelten Funktionen wird jeweils hingewiesen.

I Zufallszahlen und Kombinatorik

Funktionen fiir Zufallszahlen und Kombinatorik finden sich im MATH HUM CP: |SE=
MATH-PRB -Menii; dieses Menii wird aufgerufen mit E.énapﬂ
Q [J. E hiCr
SirandInt
&= FandHarm.
rarandBine

Beispiele fiir ihren Einsatz:
Die Funktion rand liefert Zufallszahlen aus dem Intervall [0;1]. rand

Wird in Klammern eine ganze Zahl angegeben, so wird eine Liste Fand S 2L
von Zufalls;ahlen entsprechender Lénge ausgegeben, durch die man [y '9253" Te{7 4
mit den Pfeiltasten rollen kann.

Die Funktionen randInt,randBin,randNorm liefern

ganzzahlige bzw. binomial verteilte bzw. normal verteilte Zufalls-

zahlen. Sie werden ausfiihrlich in Kapitel 5 (Simulation von Zu-

fallsexperimenten) behandelt.

L, NPr k“liefert die Anzahl der moglichen Ausgénge beim Zie- |& hPF

hen ohne Zuriicklegen von k Kugeln aus einer Urne mit n numme- 126. ABEH
rierten Kugeln, wobei die Anordnung beriicksichtigt wird. (Permu- & nlr =0 . BEREG
tationen) =3 .

,hi nCr k“liefert die Binomialkoeffizienten, also die Anzahl der 28, HEEY
moglichen Ausgénge beim Ziehen ohne Zuriicklegen von k Kugeln u

aus einer Urne mit n nummerierten Kugeln, wobei die Anordnung
nicht beriicksichtigt wird. (Combinationen)

n! liefert n Fakultit.

IT Statistische Berechnungen

Statistische Berechnungen basieren auf dem Umgang mit Listen. Eine Liste ist ein Tupel, notiert in
geschweiften Klammern, z.B. {2,4,5,3}. Beispiele zu Listen werden in Kapitel 5 behandelt.

Einige elementare Funktionen befinden sich im LIST-MATH- HAMES OPS (|GENNS
Menti; es wird aufgerufen mit - m;g E
u [d. SEmeant

4: mediant
e S

B: FEod.
rdstdDews
Sivariances

Als Argumente dieser Funktionen sind Listen einzugeben.

Die Verwendung soll am Beispiel der Funktionen mean (Mittel-
wert) und stdDev (Standardabweichung) gezeigt werden.
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Mit der ersten Variante von mean wird das arithmetische Mittel der
Liste {2,4,5,3} bestimmt, also w =35.

Mit der zweiten Variante wird das arithmetische Mittel der Liste
{2,4,5,3} bestimmt, gewichtet mit der Liste {4,3,1,5}, also
2:4+4-3+5-1+3-5 <31,

4+3+1+5
Analog wird jeweils die Standardabweichung berechnet.

Weitere Funktionen fiir statistische Berechnung finden sich im
STAT-CALC-Menti; es wird aufgerufen mit

Q [ETAT) 0.
Ein Beispiel fiir den Einsatz der Regressions-Funktionen (3 bis C)
wird ausfiihrlich in Kapitel 6 behandelt.

Es folgt ein Beispiel zum Einsatz der Funktion 1-Var Stats.

Bei einer Messreihe werden verschiedene Korpergrof3en ermittelt,
die zunichst als Liste L1 gespeichert werden.

Das Speichern der Liste geschieht mit
Q (STO#] [2nd] (1] [ENTER].

Der Aufrufvon 1-Var Stats
Q [STAT] ] (1] (ENTER]

ergibt dann nebenstehendes Display.

Ausgegeben werden der arithmetische Mittelwert der Listenwerte,
die Summe der Listenwerte, die Quadratsumme der Listenwerte,
empirische und theoretische Standardabweichungen, Lange der Lis-
te, kleinster Listenwert, erstes Quartil, Median, drittes Quartil sowie
maximaler Listenwert.

Um die Bedeutung der Quartile und des Medians zu veranschauli-
chen, kann folgendermallen ein BoxPlot der Daten angefertigt wer-
den.

meanl L. 4.5, 530
e EEA
F'IE'-EI"I':{E::}?:S: 3}:- {
T 3. AFED
[ |

%tdﬂeui{2=4,5=3}

1.2918
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Brandt: Mathematik unterrichten mit TI-83 und TI-83 Plus in Klasse 11 bis 13 — Terl IIl Stochastik

Dazu wird ein StatPlot definiert:
Q [2nd) Y7 (1]

Der Plot wird auf On gesetzt, dann wird bei Type in der unteren
Reihe der zweite Typ gewihlt, um ein BoxPlot zu erzeugen.

Fiir X11 st wird die Voreinstellung L; beibehalten.

Nun kann der Plot grafisch dargestellt werden. Zuvor wird noch
eine passende Fenstergrof3e eingestellt.

O (wiNDow)

Die Werte werden entsprechend der Abbildung eingegeben.

Vor dem Zeichnen sind gegebenenfalls alle aktiven Funktionen im
[Y=)-Fenster zu deaktivieren.

Der BoxPlot wird nun mit

O [GRAPH)
dargestellt. Durch den dargestellten BoxPlot kann man sich mithilfe

der [TRACE]-Taste und der Pfeiltasten bewegen und Werte ablesen.

In der Abbildung erkennt man z.B., dass das dritte Quartil Qs bei
179 liegt. Es bedeutet, dass 75% der Werte kleiner als Q; und 25%
der Werte groBer als Q3 sind.

IIT Wabhrscheinlichkeitsverteilungen

Wahrscheinlichkeitsverteilungen finden sich im
DISTR-Menii; dieses Menii wird aufgerufen mit

Q [2nd) [VARS).

Die Funktionen mit Nummern gré3er als 7 werden durch Rollen mit
den Pfeiltasten erreicht; man kann aber auch unmittelbar die zuge-
horige Funktionsnummer eingeben.

Beispiele fiir den Einsatz der Funktionen @: binompdf und
A:binomcdf fiir die Binomialverteilung sowie 1 :normalpdf
und 2:normalcdf fiir die Normalverteilung werden ausfiihrlich
in den Kapiteln 2 bis 4 behandelt (Rechnen mit der Binomialvertei-
lung; Binomialverteilung — Erwartungswert und Standardabwei-
chung; Signifikanztests).

Andere Verteilungen werden hier nicht behandelt, obwohl sie im
Lehrplan fiir Baden-Wiirttemberg als Thema fiir selbstorganisiertes
Lernen genannt sind. Es bietet sich aber an, Schiilern Referate oder
Themen fiir andere Lernleistungen aus diesem Bereich zu geben'.

Es folgt ein Beispiel zum Einsatz der Funktion invNorm:

! Viele Aspekte, Beispiele, Projekte und Aufgaben zum Thema ,,Wahrscheinlichkeitsverteilungen®, insbesondere zum
selbstorganisierten Lernen, finden sich im ,,Lambacher-Schweizer” Stochastik (Neuausgabe 2002), Klett Verlag, ISBN

3-12-732430-8.

Flat:  Flokz

R
el [
E

“min=

Q:=179 .

OR AL
!Ifﬂncur*ma I 20s
=narmalchi

bivomrdfe
birnomcdte
s FolssonPdf L
s FOoissoncdf |
Jeomet.Fdf
= deomet.cdf

0 e Coo0 i e
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Materialien zum neuen Lehrplan

In einer Bevolkerung ist die Korpergrofle normal verteilt mit den
Parametern Erwartungswert i = 173 ¢cm und Standardabweichung
c =8 cm.

a) Wie groB3 sind 75% Prozent der Bevolkerung maximal?

b) In welchem Bereich um den Erwartungswert liegen die Korper-
grofen von 60% der Bevolkerung?

Die Losungen ergeben sich wie nebenstehend abgebildet.

a) Es sind 75% der Bevolkerung maximal etwa 178 cm groB.
b) 60% der Bevolkerung haben eine KorpergroB3e zwischen etwa
166 cm und 179 cm.

IV Statistische Tests

Der TI-83 Plus bietet die Moglichkeit, eine Fiille von statistischen
Tests mit dem Rechner durchzufiihren.

Funktionen fiir statistische Test finden sich im STAT-TESTS -
Menti; es wird aufgerufen mit

Q ETAD [

Die Behandlung dieser Tests geht i.a. iiber den Lehrplan von Baden-
Wiirttemberg hinaus, da dort nur das Testen von einfachen Hypo-
thesen verstdndlich gemacht werden soll.

Es wird jedoch besonders an dieser Stelle offenbar, dass der Rech-
ner auch {iber die Schulzeit hinaus in vielen Studiengidngen und
Anwendungsbereichen niitzlich sein kann, denn statistische Tests
werden dort sehr oft eingesetzt.

Als Beispiel wird in Kapitel 4 gezeigt, wie man den Test
1-PropZTest beim Testen von Hypothesen einsetzen kann.

?UHDPM(.?5,1F3=

173, 3359
Horme .2 173
ganPm{.EplF

raid le6.Z.

m

HNDHED:DIEI'-.EIEEI'“-IIT-I':E-EEEE

OIT CALC iy
c—Test..
T-Test...
-SamriTest...
—Samrl Test..
-Prorilest...
-FroriTest...
Interval ..
Interval..
-SamrZInt..
-SamrTInt..
-ProrZlnt..
-FProrslnt..
t-Test..
—Samrk Test..
HEE9TTest...
CWAY

HE EN HEI NN EE EN ll_:|..|:_ s
o ) g )l o e | e | R T o] ]
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Brandt: Mathematik unterrichten mit TI-83 und TI-83 Plus in Klasse 11 bis 13 — Terl IIl Stochastik 7

2 Rechnen mit der Binomialverteilung

Das Rechnen mit der Binomialverteilung sowie die Darstellung von Diagrammen l&sst sich mit dem
TI-83 Plus auf einfache Weise vornehmen.

Beim ersten Lesen konnen die Abschnitte III und IV iibergangen werden, da sie nur alternative
Maoglichkeiten fiir die grafische Darstellung von Binomialverteilungen behandeln.

I Werte der Binomialverteilung

Die Zufallsvariable X beschreibe die Zahl der Treffer bei einer Bernoullikette der Lange n mit Tref-
ferwahrscheinlichkeit p. Dann gilt die Bernoulliformel

4 k n—-k
P(X=k)=(k]-p (1-p)

Die Werte der Verteilung sollen mit dem TI-83 berechnet werden.

Der TI-83 hat dazu eine passende Funktion eingebaut; sie wird vom %FEEHM
Rechenfenster folgendermafen aufgerufen: c

¢ y E:KEpdf
O [(nd) (VARS]  [DISTRI] PR =t

: =l Y el

Q [ binompdf ( HE oot
binompdf steht fiir binomial probability distribution function. EEE i HEHESFE
Die Funktion wird in das Rechenfenster iibernommen.
Dann sind drei Parameter mit Kommata abgetrennt einzugeben: binomedd (2. [ 3.
n, die Lange der Bernoullikette, 8 1144
p, die Trefferwahrscheinlichkeit, '
k, die gewiinschte Stelle fiir die Berechnung der Wahrscheinlich-
keit.
Im Beispiel sind n=20, p=0.3, k=8 eingegeben:

Q 20(J0.3[(]8
Ergebnis: P(X=8)=0.1144 (auf vier Dezimalstellen gerundet)

Man kann auch alle Werte der Verteilung als Liste ausgeben, indem |binomedf (26, A. 3.
man den dritten Parameter weglésst:

. 1144
Q (2nd) (VARS] (0] 20 (1] 0.3 (0] [ENTER] binomFdf (28, 8.3
Durch die Liste kann man mit den Pfeiltasten [«]»] rollen. L BEAEE @272 ..

Auch die entsprechende Summenfunktion binomcdf ist eingebaut |binarmEdd (2H. A. 3,
(c steht fiir cumulation). Sie wird auf die gleiche Weise wie die A

b

@ 1144
Funktion b1n0mpdf gehandhabt. bianEquEE:E-EF
a [DISTR] =N
a A binomcdf( [ |
Ergebnis: P(X<8)=0.8867 (auf vier Dezimalstellen gerundet).

Mit diesen beiden Funktionen konnen viele Aufgaben bearbeitet werden, fiir die man bislang Werte
aus Tabellen nachschlagen musste. Die Zeit fiir die Behandlung solcher Aufgaben wird dadurch
deutlich verkiirzt. Man kann sich daher einen ausfiihrlichen Zugang zu den Begriffen Erwartungs-
wert und Standardabweichung leisten, wie er in Kapitel 3 vorgeschlagen ist.

. S56r
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8 Materialien zum neuen Lehrplan

II Diagramm und Tabelle der Binomialverteilung

Die Binomialverteilung kann auf einfache Weise als Treppendiagramm dargestellt werden. Es ist

ggf. der Function-Modus einzustellen (4 Func). Als Beispiel werden die Parameter n = 20
und p = 0,3 verwendet.

Die Funktion binomcdf wird mit den zugehérigen Parametern rl}ﬁtEibF:1-3tE F"IEI:.F% (2
: . O Fd; : e i 1 amF 2
und variablem X in den Editor eingegeben. B . roundc®. 3700
e s
Q (2nd) (VARS][0) binompdf( ‘-¥H=
wNE=
0 20(0]0.3 JWMATH () [2) X.Te.A (L]0 ][] N g =
Die round-Funktion aus dem [MATH]-NUM-Menu wird verwendet, M%”DDH -5
damit der dritte Parameter der binompdf -Funktion ganzzahlig ist. Hmég;l b s
Vor dem Zeichnen wird noch eine passende Fenstergrofe einge- Aecl=1
stellt. Ymin=-. 1
Ymax=.4
Q Yacl=.1
Die Werte werden entsprechend der Abbildung eingegeben. Ares=11
Das Diagramm wird gezeichnet:
Q
Man kann hier bemerken, dass die Flidche ,,unter dem Diagramm*
den Inhalt 1 hat, da sie der Summe aller Wahrscheinlichkeiten einer
Verteilung entspricht.
Will man die ,,Stufen vermeiden, so kann man im Editor vor der E}c-tEibF:1-:-tE F"I;II:FB (2
Funktion die Einstellung ,,punktiert” wihlen: i 1omMFE 2
&P B. 3 FoURd (X, B33
a '-.3 r=
", =
Q («J [«J [ENTER] [ENTER] (ENTER] [ENTER] [ENTER] [ENTER] N |.3| =
~ye=
~NE=
Es ergibt sich dann folgendes Diagramm: Yi=binoredFeEz0anZreund.
a
Im [TRACE]-Modus kann man sich mithilfe der Pfeiltasten durch den —_ -
Graph bewegen und Werte der Verteilung ablesen. Alternativ kann = -
man k-Werte {iber die Tastatur eingeben und ablesen: [
n=k ¥=.1-89
U [TRACE] 5 [ENTER]
Um eine Wertetabelle zu erhalten, wihlt man zunichst THELE SETUP
TblStart=0
a [TBLSET] aTh1=1
und gibt die Werte der Abbildung in dem Einstellungsfenster ein. IHIZ‘IF‘I"I"'.-E
Lerenid:
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Brandt: Mathematik unterrichten mit TI-83 und TI-83 Plus in Klasse 11 bis 13 — Terl IIl Stochastik

Dann wird das Tabellenfenster aufgerufen:

Q [TABLE]

Durch das Fenster kann man beliebig rollen.

g}i
=
==
m
I

= —1—F—F—T—]
Lk — kL
= b P o P ]

=

L=l

=

=

1] | Feinr e
] B

x

Es wird empfohlen, beim ersten Lesen mit Kapitel 3 fortzufahren, da in den Abschnitten III und IV
nur Varianten der Darstellung von Binomialverteilungen behandelt werden.

[IT Darstellung der Binomialverteilung als Folge

Die folgende Vorgehensweise ist eine Variante zu der in Abschnitt II beschriebenen Methode.

Dazu wird der Folgenmodus eingestellt:

0 (MODE] Seq

Mithilfe der Funktion binompdf wird der Funktionsterm fiir die
Folge eingegeben:

Q¥

QO [2nd] (VARS] (0] binompdf(

a 20J03(]

Nun kann die Folge grafisch dargestellt werden. Zuvor wird noch
eine passende Fenstergrofe eingestellt.

O [WwiNoow]
Die Werte werden entsprechend der Abbildung eingegeben.

Vor dem Zeichnen sind gegebenenfalls alle aktiven Funktionen so-
wie Plots im [Y=]-Fenster zu deaktivieren.

Es ergibt sich dann folgendes Diagramm:

U [GRAPH

Leider werden in der Grundeinstellung die Daten nur als kleine
Punkte sichtbar.

Sci1 Eng
%JEIIEFEE-FEE'
a1 3k |!%%

Func Par Fo
_onnec eyl
sedUent. 13 _
BN 5B e

Flatl Flakz Flokz

nMin=a

gt dBb i nomeds 2
E:E-Egﬂ}
LUinMinig

AL =

winkini=

L=

WIKNOOL
nMin=4
nMax=2A
Flotstart=1
Flotster=1
AMlR=".0
AnMax=za.5

Lascl=1
Ymin=-.1
Ymax=.o
Yscol=10
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Materialien zum neuen Lehrplan

Man kann aber im [Y=)-Editor einen anderen Zeichenstil wihlen.
Dazu bewegt man den Cursor links neben u(z) und driickt mehrfach
die ([ENTER]-Taste, bis der gewiinschte Stil erscheint.

Hier wurde ,,dick, durchgezogen* als Stil ausgewahlt.

Mit dem eingestellten Zeichenstil ergibt sich dann folgendes Dia-
gramm:

O ([GRAPH

Allerdings sind die Auswahlmoglichkeiten fiir Zeichenstile im
Seq -Modus nicht sehr groB.

IV Darstellung der Binomialverteilung mithilfe von Listen

Flatl Flakz Flokz

nMin=a

ot aBb i nomeds 2
E:E-Egﬂ)
LWinMinig

AL =

LionMina=

RET I

LN

Die folgende Vorgehensweise ist eine Variante zu der in Abschnitt III beschriebenen Methode mit
erweiterten Darstellungsmoglichkeiten. Dazu wird zunédchst eine Liste erzeugt, welche die Werte

der Binomialverteilung enthilt.

Diese Liste wird im Rechenfenster erzeugt mit dem Befehl
binompdf:

Q [DISTRI]

a (0] binompdf (

Dann sind zwei Parameter mit Kommata abgetrennt einzugeben:

n, die Liange der Bernoullikette,
p, die Trefferwahrscheinlichkeit.

Im Beispiel sind wie oben n=20 und p=0.3 eingegeben; aullerdem
wird die ausgegebene Liste als L, gespeichert:

O 20(,] 0.3 D] [ST0#) 2] [ENTER]

Als Liste L; wird nun eine Liste erzeugt, welche die moglichen
Trefferzahlen enthilt, im Beispiel also von 0 bis 20. Das wird im
Rechenfenster folgendermallen vorgenommen:

Q [QUIT]
O [2nd](STAT][»] [List Ops]
Q B X.15e.4 ] XTe.n -] 0[] 200](ST0*) [2nd] 1] [ENTER

Die Liste wird mit dem s e q-Befehl erzeugt, der als ersten Parame-
ter das Bildungsgesetz der Folge, als zweiten Parameter die
Folgenvariable und dann die Grenzen (von ... bis) erwartet’.

Die erzeugte Liste wird als L; gespeichert.

%

w000~

binomcdf

EEHDNPdFﬂEE:E.ED
z
EF.9?95'4 B

sedln. . Ha PR30
b1 2354568
[ |

* Die ,,Chamileon®- Taste liefert im Modus Func die Ausgabe X, im (hier eingestellten) Modus Seq dagegen

die Ausgabe 7.
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Brandt: Mathematik unterrichten mit TI-83 und TI-83 Plus in Klasse 11 bis 13 — Terl IIl Stochastik 11

Das Diagramm soll als Plot] dargestellt werden: Flatz  Flokz
1
Q Tores [ L=~ dm
Plot1 wird eingeschaltet, indem der Cursor auf On bewegt und M HIh Bl
8 8 Oata ListiL1
Q Uat.a Hziz:0 Y
eingegeben wird. Mark: @ + -
Als Plot-Typ wird der erste Typ (Punktdarstellung) ausgewihlt, Flotz  Flokz
indem der Cursor dorthin bewegt wird und of
Jre: BN dlin
Q e M [
eingegeben wird. Als X11 st wird die Liste L; gewihlt, als Y1ist ﬁ% iE%E tl
wird die Liste L, gewihlt, nachdem der Cursor jeweils an die Marks B +

entsprechende Stelle bewegt wurde. Als Markierung wird das kleine
Quadrat durch Eingabe von ausgewihlt.
Nun kann der Plot grafisch dargestellt werden. Zuvor wird noch WIHOO

eine passende Fenstergrof3e eingestellt. aiin=a
nMax=20

Q FlotStart=1
Flotstep=1

Die Werte werden entsprechend der Abbildung eingegeben. SRiF= - S
Vor dem Zeichnen sind gegebenenfalls alle aktiven Funktionen im Anax=ZA0.5

[Y=)-Fenster zu deaktivieren. 'Jﬁﬁ'i'rll:l_ 1
YRMax=. 2
Yzc1l=10
Der Listenplot wird nun mit
Q
dargestellt. @e
ﬂn = 4]

Ein Vorteil dieser Methode besteht darin, dass man neben dem Listenplot leicht weitere Funktionen
einfligen kann, z.B. eine Kurve, die moglichst gut durch den Plot hindurchlduft (siche Kapitel 6).
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12 Materialien zum neuen Lehrplan

3 Binomialverteilung — Erwartungswert und Standardabweichung

Die folgende Einfiihrung der Begriffe Erwartungswert und Standardabweichung ist eine Alternative
zur Ublichen Einfiihrung. Formale Berechnungen werden vermieden. Es wird experimentell be-
griindet, dass Binomialverteilungen sich mit Hilfe der Gaullschen Glocke annéhern lassen. Es geht
vor allem um das intuitive Erfassen dieses mathematisch bedeutungsvollen Zusammenhangs. Dabei
kann in der Schule keine mathematisch exakte Herleitung erbracht werden, trotzdem sind auf der
propéddeutischen Ebene wertvolle Einsichten moglich. Das erfordert teilweise Plausibilitdtsbetrach-
tungen, die nicht mathematisch exakt begriindet werden, weil die Mittel dazu fehlen.

I Variation der Parameter

Es geht zunédchst um die Erfassung von qualitativen Eigenschaften der Binomialverteilung. Dabei
diirfen bewusst unscharfe Begriffe ins Spiel gebracht werden wie ,,Glockenform®, ,flach®,
,,schmal®.

a) Abhingigkeit von n
Es wird untersucht, wie sich die Diagramme der Binomialverteilung d&ndern, wenn man n variiert
und p festhilt. Man kann die Untersuchung in Gruppen durchfiihren (verschiedene Werte von p).

Dazu gibt man bei p=0.5 z.B. die Diagramme fiir die Werte n = 10; Floki Flokz Flatz

20; 40; 80 aus. Die Eingabe der Funktionen erfolgt wie in Kapitel 2 A, Saroundcs, B30
s s P =N Bb 1 nomEdf ]

- Y el P
beschricben. B, 5a round (2, B
Im ~Fenster wird Xmax=60 gesetzt, damit alle Diagram- |7 BB 1romFdt (4,
me Platz haben A, Jaroundix. B

A , _ ~Y 4 BbinomEdf 58,
Aus den Diagrammen ldsst sich ohne weiteres ablesen: A, J:roundcx. 8220

1. Die Diagramme haben Glockenform.

2. Die Diagramme wandern mit wachsendem n immer weiter nach
rechts.

3. Die Diagramme werden mit wachsendem n immer flacher und
breiter.

Ahnliche Ergebnisse erhilt man fiir andere Werte von p.

b) Abhdngigkeit von p
Es wird untersucht, wie sich die Diagramme der Binomialverteilung dndern, wenn man p variiert
und n festhélt. Man kann die Untersuchung in Gruppen durchfiihren (verschiedene Werte von n).
Dazu gibt man bei n=40 z.B. die Diagramme fiir die Werte p =0.1; Flokl Flokz Flokz

0.3;0.5; 0.7; 0.9 aus. He ZaroundCx. A2
o : . : : =4 2 Bb 1 namEdf (4.
Die Eingabe der Funktionen erfolgt wie in Kapitel 2 beschrieben. B, S.roundiE, B
Im WINDOW]-Fenster wird Xmax=40 gesetzt, damit alle Diagram- i aBB 1 nomMPEdf L ad,
K. FaroundCx, B2
me Platz haben. N ¢ Bbinomedf (48,
Aus den Diagrammen lisst sich ohne weiteres ablesen: . 3 roundcE. @200

1. Die Diagramme haben Glockenform.
2. Die Diagramme werden fiir p— 1 und p— 0 immer héher und

schmaler. s
3. Firp—1 und p— 0 ergibt sich eine leicht anwachsende A- &i}g}ﬁﬂ
symmetrie. ]

Ahnliche Ergebnisse erhilt man fiir andere Werte von n.
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Brandt: Mathematik unterrichten mit TI-83 und TI-83 Plus in Klasse 11 bis 13 — Terl IIl Stochastik 13

c) Weitere Eigenschaften

Aus den vorhergehenden Untersuchungen und ggf. weiteren Parametervariationen erkennt man:

1. Nur relativ wenige Werte nahe beim ,,Zentrum* sind deutlich groer als Null. Sie bestimmen
die ,,Breite” der Glocken

2. Die Fldchen unter den Glocken haben jeweils den Inhalt 1, denn sie sind die Summen aller Wer-
te der Binomialverteilung (Rechtecke der Breite 1, vgl. S.8).

IT Die GauB-Glocke als Ausgangskurve

Da alle Diagramme Glockenform haben, liegt es nahe, nach einer “Basisglocke” zu suchen, aus der
sich alle anderen geometrisch und rechnerisch erzeugen lassen.

Man teilt den Schiilern mit, dass als erster der Mathematiker GauB3 (,,10-Mark-Schein*) eine pas-
sende Funktion gefunden hat, die ,,Gaul3-Glocken-Funktion®.

Der TI-83 Plus hat diese Funktion eingebaut; sie wird folgenderma- rr;ll:-tibﬂl:-l:t F"IEI:FE 4
VO A : : : :=binanF 2
en im Editor eingegeben, hier als Funktion Y: E‘.T.S . EI;IL-II"IIZi iﬁ;_—%&%
Q= ~y=binonE 2
b, Faroundis, B2
Q [2nd] (VARS](A] [DISTR] normalpdf( ~N E=E1nonPdt G,
A, Faroundis, 820
Q = s Brormal Fdf (R
normalpdf steht fiir normal probability distribution function.
Vor dem Zeichnen wird noch eine passende Fenstergrofe einge- LITHOOW
stellt. “min=-d
Anax=4
a Ascl1=1
Die Werte werden entsprechend der Abbildung eingegeben. ¥még= '51
Vor dem Zeichnen sind gegebenenfalls alle anderen aktiven Funkti- | %siol1=.1
onen im [Y=)-Fenster zu deaktivieren. Ares=1
Die GauB-Glocke wird gezeichnet mit
O [GRAPH].

Da die GauBfunktion im Rechner implementiert ist, kann auf die Angabe ihrer Gleichung

e 2 verzichtet werden. Eventuell kann aber in JG 13 bei der Behandlung der
e-Funktion darauf verwiesen werden, insbesondere kann sich daraus ein Schiilerreferat ergeben.

Eine Funktionsuntersuchung im Grafikfenster macht folgende Eigenschaften plausibel:
1. Die Gaulliglocke ist symmetrisch zur y-Achse.

2. Thr grofiter Wert bei x =0 ist y~0,399.

3. Fir [x| > 5 sind die Funktionswerte praktisch Null.
4. Die Fldche unter der Kurve hat den Inhalt 1. toormalodf o -5, 50
Zur Bestimmung der letzten Eigenschaft ist im Rechner die Funkti- B . BEEE
on normalcdf implementiert, die man im [DISTR]-Menu mit

a aufruft. Die Flichenberechnung erfolgt einfach
durch Eingabe von unterer und oberer Grenze, siche Abbildung.
Wegen Eigenschaft 3 kann man als Grenzen —5 und 5 nehmen.
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14 Materialien zum neuen Lehrplan

IIT Anpassen der GauBB-Glocke — Erwartungswert und Abweichungsfaktor

Die GauB3-Glocke soll durch geometrische Operationen ndherungsweise moglichst gut in eine vor-
gegebene ,,Binomialglocke, z.B. mit n=40 und p=0.5, tiberfiihrt werden. Das ldsst sich erreichen
durch

a) eine Verschiebung in Richtung der x-Achse, anschlieBend
b) eine Stauchung in Richtung der y-Achse, anschlieSend
c¢) eine Streckung in Richtung der x-Achse.

Bei diesen geometrischen Operationen kommen zwei Parameter ins Spiel, welche ndherungsweise
die Bedeutung von Erwartungswert und Standardabweichung der binomial verteilten Zufallsvariab-
le X haben.

Die folgende Darstellung ist aus Griinden der Ubersichtlichkeit kompakt gehalten. Die Ergebnisse
konnen aber durchweg experimentell von den Schiilerinnen und Schiilen ermittelt werden.

Zu a) Das Maximum der Gaufglocke wird nach rechts um p zum Maximum der Binomialglocke
verschoben. Der Wert fiir p l4sst sich auch ohne Rechnung als am wahrscheinlichsten zu erwarten-
der Wert erkléren, fiir den die Schiilerinnen und Schiiler intuitiv den Wert n- p nennen. Das fiihrt

zu der

Definition: Das Produkt x = n- p heilit Erwartungswert von X.
Das Schaubild G einer Funktion mit Funktionsterm g(x) wird um p nach rechts verschoben zum
Schaubild G’. Dann hat G* den Funktionsterm g(x-p).

Bei der Funktion Y5 ist die Binomialverteilung mit n=40 und p=0.5 Flatl Flokz Floks

und bei der Funktion Y¢ die GauBfunktion mit Argument X-pi ein- =N y=binomedf (48,
gegeben. Label ISt =n p = 0. ~YeBbinomedf (46,
Alle anderen Funktionen sind deaktiviert. H, Droundcx. 32
~NeERormaledf Cx-
ZE 0
R

Die Abbildung zeigt das Ergebnis der Verschiebung.

Die Maximalstellen der Binomialglocke und der verschobenen
Gaul3glocke stimmen {iberein, die Funktionswerte g(0) bzw. P(X=p)
sind unterschiedlich.

Die Hohe der verschobenen Gaufiglocke wird nun an die Hohe Bi-
nomialglocke durch eine Stauchung in y-Richtung angepasst.

Als Stauchfaktor in y-Achsenrichtung kann das Hohenverhéltnis hiormalrdf (A b1
2(0) , , opFdf Cdd. B, 5 2@

—=—— verwendet werden, das als Variable S abgespeichert =+

PX=p) S.1821

wird:

O [2nd) (VARS] (1] 0 ] (=](2nd] (VARS] (0] 40 (] 0.5 L] 20 (1]
O (STO®) [ALPHA] S [ENTER]
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Die Funktion Y¢ (verschobene GauBiglocke) wird dann im [Y=]—
Editor mit dem Stauchfaktor 1/S multipliziert.

Die verschobene und gestauchte Funktion wird zusammen mit der
Binomialglocke gezeichnet:

O ([GRAPH

Man sieht, dass nun die Maxima tibereinstimmen. Die Fldache der
verschobenen und gestauchten GauB3glocke ist aber auch um den
Faktor 1/S verkleinert worden.

Um die Breite der transformierten Gaullglocke anzupassen und den

Flatl Flakz Flokz

~Ny=hinomFdf (d4E,
E FaroundCs, B3

¢ Bb i nonFdf CdiE,
E.Sarnund{H:E}}
~WeBlsS*normalFd
F&E—EE}I
W=

;u_ﬂ:ﬂa_uw

Flakl Flakz Flokz

Flidcheninhalt wieder auf den Wert 1 zu bekommen, muss noch mit ~ [Hla = 2 Found G B0
dem Faktor S in Richtung der x-Achse gestreckt werden. Das wird al"'l—;. =b1 Hﬂg?ﬁFég?’
icht, indem das Argument der verschobenen und gestauchten . [ U :
erreicht, g g ~N o BB 1 nomEdf (4E,
GauBfunktion Y ¢ im [Y3—Editor durch S dividiert wird. Ys hat dann  [Hla 2aFFOURd CH . B3 D
folgende ~WEE1SSknormalFd
| (x-p fCoR—282-50
Gleichung: X)=—-g ——|.
g (== g( S )
Die verschobene, gestauchte und gestreckte Funktion wird gezeich-
net:
O [GRAPH]

Man sieht, dass sie nun mit der Binomialglocke fast tibereinstimmt.

L.._E:.ﬁh_w

Der Parameter S ist auch ein MaB fiir die Breite der Binomialglocke bzw. dafiir, wie stark Werte
von X, deren Wahrscheinlichkeit deutlich groBer als Null ist, vom Erwartungswert abweichen.

Auf diese Weise ldsst sich jede Binomialglocke durch eine verscho-
bene, gestauchte und gestreckte Gauliglocke annéhern.

Definition: S wird Abweichungsfaktor genannt.

IV Standardabweichung

Der Zusammenhang zwischen den Parametern der Binomialverteilung und der Glockenh6he bzw. —
breite steckt im Abweichungsfaktor S. Es wird nun experimentell gezeigt, dass der Abweichungs-

faktor S sich anndhern ldsst durch o =4/n- p- (1- pi .

Dazu kann man in Gruppen fiir verschiedene Werte von p untersuchen, wie sich S in Abhingigkeit
von n verhilt. Hier wird zunichst der Fall p=0.5 untersucht.

Man definiert S im [Y=]-Editor als Funktion Y7 von n: Flatl Flatz Flotz
~Me=binomPdf (d4E,

Q 0 ) EndVARS] (@) (X100 0.5010.5KT 0] (Bl 5 roundix. @22

Alle anderen Funktionen werden deaktiviert. HEI E El"é%??%gma 1Fd
~YrERornaledf CED
SBinomFdf CH. 8.5
A.3x 20
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Startwert und Schrittweite fiir die Wertetabelle werden im
TBLSET-Editor auf jeweils 10 eingestellt, siehe Abbildung:

Q [TBLSET]

Es ergibt sich folgende Wertetabelle:

Q [TABLE]

Es fillt auf, dass der Wert 1.6 zu x=10 bei x=40 in etwa verdoppelt
(3.2) und bei x=90 verdreifacht (4.8) erscheint.

Weitere Untersuchungen dieser Art deuten auf die Vermutung hin,
dass ndherungsweise S~ Jn ist.

Deutlicher wird das, indem man S? in Abhéngigkeit von n betrach-
tet, wie in der nebenstehenden Tabelle (Y7 = S?).

Es gilt ndherungsweise S ~ n.

Um den Proportionalitdtsfaktor bei S~ JVn zu ermitteln, wird im

néchsten Schritt im (Y=]-Editor die Funktion Y7 abgeéindert zu % s
n

siche Abbildung.

Aus den Tabellenwerten (siehe Ausschnitt) folgt in guter Ndaherung
§=0,5-4/n bzw. §*=0,25-n

Nun wird noch die Abhéngigkeit von p untersucht. Da die Abhén-
gigkeit von n bei S* einfacher zu erkennen war, ist es naheliegend
auch die Abhingigkeit von p bei S* zu untersuchen.

Um die Abhéngigkeit von n zu eliminieren, werden die Werte fiir
S?/n bei festem n=1000 und variablem p berechnet. Dazu wird im

Y=]-Editor die Funktion Y; abgeéndert wie in der Abbildung.

THELE SETLF
Tblstart=18
aThl=1#A

IﬁdPﬂE=
LerFend:

H Y
ITIa| 16711
o |z zeYz
=ooonn | Z7e1E
googan | z48z1
g | 5EE:E
gognn | EEERE
focaan | hi0R3
Booon | 4 ulsl
qo.000 | 4.756R
inoon | s0ize
11000 | E.ZEEn
1z0.00 | & 488G

E.71i8
E.OZE?

H Y
M| = 6280
coang | BizgE
Fognn | FIEZED
wicgad | Lodzs
Engu | 12 626
g | 1E108
foogan | 1PE2E

w=1E

Flobl Flokz Flats
~Me=kbinonEdf A,
A, Saround =, 820
~Me=1s5*normalrFd
Foix—20052
~YrERornaledf CED
SBinomedf G AL Da
5 IR N ] |

akatatatag bis

%

[t ot et et

&
K
y
£
B

[ —L—%—3—13
e R e e Lo}
n
=
=
LE |

: TNy
=20

Flatl Flokz Flok:

H, S.round =, B2
~Me=1AS*normalFd
Foir—260157
~yrEChormaledt (A
ASb1nomede C 1 HER,
Ha LHBEAR ) D21 A8A

wMa=
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Brandt: Mathematik unterrichten mit TI-83 und TI-83 Plus in Klasse 11 bis 13 — Teil Il Stochastik
Bei [TBLSET] wird als Startwert 0.1 und als Schrittweite eben- - il “'m
falls 0.1 eingestellt. ETTIM| oDz | 8oiE
. . L | 1601 | BOO7
Es ergibt sich nebenstehende Wertetabelle. Zoon | o210l | o0y
. . . . . . Lo 2Ll a0z
Bei Yg ist noch die Funktion Y7/p ergénzt. Offenbar ist 1-p eine Eggg %Eg% EEE%
gute Ndherung fiir Yg, also gilt Y; = p(1-p). Pa0n Fi0d T
Daher lisst sich S? gut annéhern durch - p-(1— p). w=1

Dadurch wird folgende Definition motiviert:

W(X)=n- p-(1- p) heilt Varianzund o =/n- p-(1— p) heilit Standardabweichung von X.

Die experimentelle Methode hat also sehr gute Ndherungswerte fiir Varianz und Standardabwei-
chung geliefert. Es wird daher o statt S verwendet.
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4  Testen von Hypothesen

Bei Hypothesentests kommt es darauf an, auf der Basis einer Stichprobe eine Entscheidung fiir oder
gegen eine Hypothese zu treffen. Dabei wird ein Annahmebereich fiir die betreffende Hypothese
bestimmt. Liegt das Stichprobenergebnis im Annahmebereich, so wird die Hypothese angenommen,
sonst wird sie abgelehnt.

Die Bestimmung des Annahmebereichs kann man bei vielen Verteilungen am einfachsten mithilfe
der Wahrscheinlichkeiten fiir 6 - Intervalle vorgenommen werden. ¢ - Intervalle sind Umgebungen
des Erwartungswertes der Form [ - ¢ 6 ; u+ ¢ G]. Es sei daran erinnert, dass die Standardabwei-
chung o ein MaB fiir die ,,Breite* der Binomialglocke ist (siehe Kapitel 3).

Dieses Vorgehen vermeidet weitgehend technische Schwierigkeiten und ermdoglicht so einen freien
Blick auf das Wesentliche von Signifikanztests.

I o - Intervalle bei Binomialverteilungen

Die Standardabweichung o ist ein Mal} fiir die ,,Breite* einer Binomialverteilung. Um dafiir einen
quantitativen Zusammenhang anzugeben, kann man der Frage nachgehen, mit welcher Wahrschein-
lichkeit Werte der Binomialverteilung im Bereich [u -o; p+o] liegen, d.h. wie groB
P(p -0 <X< p+o)=P(X< p+o)—P(X< p-o) fiir eine binomial verteilte Zufallsvariable X ist.

Eine entsprechende Untersuchung ldsst sich mit dem Rechner gutin | Flstl Flakz Flokz
Gruppen durchfiihren. Die Gruppen bestimmen jeweils flir einen w1 BB irnomcdf (.
Wert von p eine Folge von Werten P(u - <X < pu +o6) in Abhén- ekl Jb Tkl 2
ey 0= E5 i —binamcdf (5 8
gigkeit von n. ot AL D=L Rl
Dazu wird dieser Wert als Funktion Y; berechnet, siche Abbildung. ?-'3' g _
Fiir p=0,5 ergibt sich dabei o = \/11- p-(1-p = \/11- 0,25 . wMNrs
Damit ergeben sich z.B. fiir n in 50er-Schritten folgende Tabellen.
p=0,1 p=0,3 P=0,5
. ‘g X, ‘'a X, ‘'a
AT | PE6l AT 720y AT 5778
10000 | Grol 10000 | G740 1000 | BBG:
10,00 | pESO 15000 | B7END 1000 | F11F
000 | Az 00 | aEYE e LR LR e b B
chong | BE7Y chong | g89% chong | BErE
2o | 207 200 | BEE: 200 | b7
o0y | B0 o0 | GrEE o0 | eI0E
o =l =l

Alle Werte liegen nahe bei 0,7. Eine Mittelwertberechnung ergibt etwa 0,69. Also kann man sagen
dass etwa 69% der Werte bei der Binomialverteilung im Bereich [p - ; p+o] liegen.

Das ist kein Zufall, wie man folgendermallen begriinden kann. In Abschnitt III von Kapitel 3 wird
gezeigt, dass die Gaulliglocke sich durch Verkettung von drei geometrischen Operationen -
Verschieben um p, Stauchen in Richtung der y-Achse um & und Strecken in Richtung der x-Achse
um o - ndherungsweise auf die ,,Binomialglocke* abbilden ldsst. Dabei bleibt die Flache unter der
Kurve erhalten. Natiirlich bleibt dabei auch jede Teilfliche erhalten. Daher ldsst sich auch die
Wahrscheinlichkeit fiir den Bereich [p -0 ; p+o] als Flache deuten. Dieser Flache entspricht wegen
der geometrischen Operationen bei der urspriinglichen Gaul3glocke die Fliache unter der Gau3glo-
cke im Bereich [-1;1]. Zur Berechnung ihres Inhalts stellt der Rechner die Funktion normalcdf
zur Verfligung.
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Die Funktion normalcdf wird aus dem Rechenfenster im
[DISTRI-Menu mit

a VARS

aufgerufen. Die Berechnung erfolgt einfach durch Eingabe von un-
terer und oberer Grenze, siche Abbildung.

Der oben ermittelte Wert stimmt gut mit dem hier berechneten Wert
iiberein.

Alternativ kann man die Berechnung auch im Grafikfenster vor-
nehmen. Als Funktion wird die GauBfunktion normalpdf im [Ys)-
Fenster als Funktion Y; eingegeben, die man im [DISTR]-Menu
mit

O (2nd] (VARS] (1)

aufruft.

Der Zeichenbereich wird wie nebenstehend eingestellt.

Der Flicheninhalt kann als Integral ([2nd) (7)) im Grafikfens-
ter (Bereich —1 bis 1) berechnet werden.

Das Integral wird hier nur als Symbol fiir die Fldchenberechnung
mitgeteilt, auf die Begriindung durch die Integralrechnung in JG 12
kann verwiesen werden.

So kann man auch fiir weitere o-Intervalle der Form
[U - co ; u+ co] die Wahrscheinlichkeiten berechnen. Man erhilt
durch Riickiibertragung auf die Binomialverteilung:

Plu-oc< X<u+0)=683%
P(u-20< X< u+20)=955%
P(u—-30< X< u+30)=99,7%
P(u—-1960 < X< u+1,960)=95%
P(u—-2,580 < X< u+2,580)~99%%

rormalodfo-1.12
. . BE2T

Flotl Flakz Flok:
iViEHDFnaIPdFﬂHh

wMes
wrs
wy=
we=
wWE=

WTHOOL
Ammin=-3
AnaE=a
wecl=1
Ymin=-
Ymax=.
Yo l=1
ares=1

L] 1
2

JRCxagy = g8e7

rormalodf o -2, 20
. A5d
hiormalodfC -5, 32
A9
rormalcdt s -1, 96
' 3588
normalodf o -2, 05,

2.8
3981

Die Néherungen sind fiir die Praxis ausreichend, wenn ¢ mindestens den Wert 3 hat. Das trifft fiir

praktisch alle Anwendungen zu.

Bei einem Signifikanztest (sieche Abschnitt II) interessieren auch die Wahrscheinlichkeiten dafiir,
dass ein Wert auf3erhalb eines c—Intervalls liegt, also die Gegenwahrscheinlichkeiten der oben be-
stimmten. Man nennt sie dort auch Signifikanzniveau. Der Zusammenhang der oben verwendeten
Parameter c fiir die o—Intervalle [u - co ; 1 + ¢co] mit den zugehorigen Signifikanzniveaus ist in der

folgenden Tabelle zusammengefasst:

Parameter c 1 2 3 1,96 2,58
Signifikanzni- 31,7% 4,5% 0,3% 5% 1%
veau
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I Signifikanztests

Behauptungen wie die aus dem Zeitungsartikel finden sich hdufig in  gkandalés FEuromiinze zeigt
unserem Alltag. Stimmen Sie wirklich? Eine Euro-Miinze bleibt bei  haufiger Kopf als Zahl
250 Wiirfen nur 109 mal auf ,,Zahl* liegen. Folgt daraus, dass Euro- 82 g g adaiayg

Miinzen vorzugsweise mit der Seite ,,Kopf* nach oben landen? nitn spekisiliren Selbwies ane Th

Mit Hilfe der Aussagen aus dem vorhergehenden Abschnitt lisst iy N":,,::""!'“:':::.n';}:_,-'.,

sich zumindest etwas iiber die Wahrscheinlichkeit aussagen, mit der =~ beim  bewihrien RopfoderZahl
ein solches Ergebnis rein zufillig eintreten kann, obwohl die Miinze .0 w0 1) s biaetn - pant
keine Seite bevorzugt. In diesem Falle liegt eine Bernoullikette der  und nur 109 mal sehifene die 2k
Linge n=250 mit p=0,5 vor. Mit p=125 und 6=7,9 ergibt sich We- o s 1o wimirhien o e
gen P(u—1960 < X< p1+1,960) ~95% bzw.  riment - mit der geichen erchre
P(u—2,580 < X< 11+2,580) ~99% : Adier und |15 mal di Zahl, Micht sus

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl der ,Zahl“-Wiirfe im Be-  Wien o miglchen Seiei manieo
reich [109,5 ; 140,5] liegt, betrigt 95%. e

kEpitiine Dbl |||| ,\_II e

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl der ,,Zahl“-Wiirfe im Be-  “F '_I‘ il bl ": '-I: 'I' I*I'I"I': m

reich [104,6 ; 145,4] liegt, betrigt 99%. R e e

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl der ,,Zahl*“-Wiirfe auBBerhalb dieser Berelche liegt, betrdgt
also nur 5% bzw. 1%. In diesem Fall spricht man von einer Abweichung auf dem Signifikanzniveau
5% bzw. 1%.

Man sieht, dass die Ergebnisse des Tests aus dem Zeitungsartikel zwar recht unwahrscheinlich sind,
aber keinesfalls deutlich fiir ein Ablehnen der Hypothese ,,Die Miinze bevorzugt keine Seite* spre-
chen.

Grundsitzlich ist mit einer Stichprobe nicht entscheidbar, ob eine Hypothese richtig oder falsch ist.
Man kann aber auf der Basis von Wahrscheinlichkeiten eine Hypothese beibehalten oder verwerfen.
Auf dieser Idee basieren Signifikanztests. Wenn wie im obigen Beispiel eine Stichprobe ein Ergeb-
nis innerhalb eines c—Intervalls liefert, behédlt man die Hypothese bei, sonst verwirft man sie. Das
o—Intervall heil3t daher beim Testen von Hypothesen auch Annahmebereich.

Es liege eine binomial verteilte Zufallsvariable X zu Grunde, wie z.B. die Anzahl der ,,Zahl“-Wiirfe
bei n Wiirfen einer Euro-Miinze. Dann wird ein Signifikanztest folgendermalen durchgefiihrt:

Schritt 1: Aufstellen der Hypothesen Ho: p=po (Nullhypothese) und H;: p # po.(Gegenhypothese)
Schritt 2: Festlegen des Stichprobenumfangs n und des Signifikanzniveaus.

Schritt 3: Bestimmen des Annahmebereichs A=[p - co ; 1L + co].

Schritt 4: Durchfiihren einer Stichprobe mit Ergebnis x.

Schritt 5: Entscheiden: Hy wird beibehalten, wenn x in A liegt, sonst wird Hy verworfen.

Danach wire bei dem Euro-Miinzwurf die Hypothese Hy: p=0,5 das Ergebnis x=109 auf dem 5%-
Signifikanzniveau zu verwerfen, auf dem 1%-Signifikanzniveau aber beizubehalten.

Der beschriebene Weg ist fiir den Unterricht gut geeignet, da das Wesentliche eines Tests deutlich
wird. AuBBerdem sind nur einfache Berechnungen nétig.

Der Test kann auf folgende Weise auch mit dem im Rechner implementierten Tests 1-
PropZTest durchgefiihrt werden, der im Prinzip auf gleiche Art zum obigen Ergebnis fiihrt. Ins-
besondere verwendet auch dieser Test Wahrscheinlichkeiten, die sich mithilfe der Néherung der
Binomialverteilung durch die Normalverteilung ergeben. Schiilerinnen und Schiiler kénnen also
diesen Test nur verstehen, wenn zuvor auf diese Ndherung eingegangen wird.
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Dieser Test wird vom Rechenfenster aus dem STAT-TESTS -Menii (EOIT CALC Iy

aufgerufen: %E %:¥E§%
Q STAD W Ji2-SampiTest..

g4 2-SamrlTest..
|-FProrsTest..
: 2-ProriTest...

rZInterwal..
Die Daten werden fiir das obige Miinzwurf-Beispiel wie nebenste- |1-FPropZ Te=t.
hend eingegeben. Die Bezeichner py, X, n entsprechen den oben ; 0 i IEIE
verwendeten, statt p wird prop verwendet. 1 29ER
Fro “FI1 FO

Calculate DOraw

Die Auswahl von Calculate liefert dann die nebenstehende 1-ProrsTest

Ausgabe. Dabei gibt z an, um wie viele Standardabweichungen ;E?E# E%%ga
das Ergebnis x vom Erwartungswert L abweicht, also z= il ol =. 5434
o F=.4.56H

n=22H. BHEE

Dist die relative Haufigkeit fiir x: p=—.
n

p gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass ein Ergebnis um min-
destens z Standardabweichungen vom Erwartungswert abweicht.
Das wird durch die Grafik verdeutlicht, die sich bei Auswahl von
Draw im Test (s.0.) ergibt. Dabei wird — wie oben — eine Normal-
verteilung mit den Parametern p und o zu Grunde gelegt.

Z=-z.0exl F=.0Y42

Das Ergebnis x=109 ist also folgendermal3en zu interpretieren:

Ein solches Ergebnis oder eines mit noch groflerer Abweichung vom Erwartungswert tritt nur mit
einer sehr geringen Wahrscheinlichkeit, ndmlich etwa 4,3% auf. Bei einem Signifikanzniveau von
5% ist also Hy zu verwerfen, bei 1% Signifikanzniveau allerdings nicht. Dasselbe ergibt sich durch
Vergleich von |z| = 2,02 mit den Signifikanzparametern ¢ = 1,96 bzw. ¢ =2,58.

IIT Einseitige und zweiseitige Signifikanztests

In Abschnitt IT wird die Hypothese Hy: p=po gegen die Hypothese H;: p # po getestet. Die Hypothe-
se Hy wird also abgelehnt, wenn der Stichprobenwert entweder zu weit links oder zu weit rechts
vom Erwartungswert liegt. Man spricht daher auch von einem zweiseitigen Signifikanztest.

Dagegen gibt es auch Tests, bei denen die Hypothese Hy nur dann abgelehnt wird, wenn der Stich-

probenwert zu weit links liegt (linksseitiger Test) bzw. zu weit rechts liegt (rechtsseitiger Test). In
diesem Fall spricht man von einem einseitigen Test.

Im Falle eines linksseitigen Tests wird daher als Annahmebereich ein o-Intervall verwendet, das die
Form [u - co ; n] hat. Die Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten fiir solche Intervalle kann wie in
Abschnitt I erfolgen. Als Beispiel wird die Berechnung fiir c=1 beschrieben.
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Im Rechenfenster wird der Wert mithilfe der Funktion nor-
malcdf berechnet, die man im [ DI STR]-Menu mit
O [nd) (VARS] (2]

aufruft. Die Berechnung erfolgt einfach durch Eingabe von unterer
und oberer Grenze, siche Abbildung. Fiir die obere Grenze ist hier
100 eingegeben (vgl. Kapitel 3 II).

Alternativ kann die Berechnung auch im Grafikfenster erfolgen. Als
Funktion wird die GauBfunktion normalpdf im [Y5)-Fenster als
Funktion Y; eingegeben, die man im [DISTR]-Menu mit

O [2nd) [VARS] [1]

aufruft.

Der Zeichenbereich wird wie nebenstehend eingestellt.

Der Flacheninhalt kann als Integral im Grafikfenster (Bereich —1 bis
5) berechnet werden. Dabei wird als obere Grenze 5 gewihlt, da fiir
x>5 der restliche Flacheninhalt praktisch Null ist.

Auf diese Weise kann man auch fiir weitere ,,c-Intervalle der Form
[ - co ; n] die Wahrscheinlichkeiten berechnen. Man erhilt durch
Riickiibertragung auf die Binomialverteilung:

P(u-20< X<n)=97,7%
P(u—30 < X<n)=99,9%
P(u—1,640 < X<n)=95%
P(u—-2330 < X<n)=99%

?nrmalch{'I,IEB
L3413

Flotl Flakz Flok:
iViEHDFnaIPdFﬂHh

wMes
wrs
wy=
we=
wWE=

WIHOOL
wmmin=-5
AMaE=0

JRCx gy = B41:

?nrmalch{'Eglﬁa

VTS
?nrmalchi'SzlﬁE

Y8
normalcdfc -1, 64.
1883

3435
naormalodt © 2. 3.5,
1HA

. F9E1
[ |

Im Falle eines rechtsseitigen Tests wird entsprechend als Annahmebereich ein o-Intervall verwen-

det, das die Form [0 ; p + co] hat. Dafiir ergibt sich analog:
PO X< u+0o)=84,1%

PO XL u+20)=97,7%

PO< X< u+30)=~99,9%

PO X< u+1,640)~95%

PO< X< u+2,330)=99%

Der Zusammenhang der oben ermittelten Parameter ¢ mit den zugehorigen Signifikanzniveaus bei

rechts- bzw. linksseitigen Tests ist also folgendermal3en:
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Parameter ¢ 1 2 3 1,64 2,33
Signifikanzni- 15,9% 2,3% 0,1% 5% 1%
veau

Beispiel fiir einen einseitigen Signifikanztest:

Die Schiilerin Jana behauptet, dass sie bei einer vorgelegten Euromiinze nur durch Ertasten erkennt,
ob es eine deutsche Miinze ist oder nicht.

Zur Uberpriifung wird die Hypothese Hy : p = 0,5 (,Jana rdt nur“) gegen die Hypothese
H; : p > 0,5 (,,Jana erkennt deutsche Miinzen durch Tasten) rechtsseitig getestet. Dabei ist p die
Wahrscheinlichkeit, dass Jana richtig ertastet, ob eine deutsche Miinze vorliegt oder nicht. Es wird
ein Stichprobenumfang n = 50 und ein Signifikanzniveau von 5% festgelegt. Die Anzahl der richtig
ertasteten Miinzen ist binomial verteilt mit den Parametern n=50 und p. Fiir p = 0,5 ergibt sich pn =
25 und o = 3,5. Den Annahmebereich A bilden alle Werte, die kleiner als p + 1,64c sind, also ist
A=[0; 30,7].
Falls Jana also hochstens 30 Miinzen richtig ertastet, kann die Hypothese Hy auf dem 5%-
Signifikanzniveau nicht verworfen werden.

Die Verwendung des im Rechner implementierten Tests 1-PropZTest fiihrt im Prinzip auf glei-
che Art zum obigen Ergebnis.

Dieser Test wird vom Rechenfenster aus dem STAT-TESTS -Menii (EOIT CALC IISEYE

aufgerufen: 1: 2-Test..
2iT-Test.,,

Q [STATI [ [5) S 2-SamrsTest...
g Z=SamrlTest..

l-FrorlTest...
i 2-FrorFriTest...

rlZInterual..
Die Daten werden wie nebenstehend eingegeben. Die Bezeichner 1-ProesTest.
Po, X, n entsprechen den oben verwendeten, statt p wird prop ver- F = .
wendet. Es wird als Beispiel x = 31 angenommen. ﬁ . %é

FroFreErl <F1 K
Calculate Oraw

Die Auswahl von Calculate liefert dann die nebenstehende 1-ProrsTest.
Ausgabe. Dabei gibt z an, um wie viele Standardabweichungen o ;E?FE é??aa
) . X— U ="

das Ergebnis x vom Erwartungswert p abweicht, also z= ) F=.8448
¢ gewen s - B = L £ ZHH
=k . HEHA

pist die relative Haufigkeit fir x: p= X 5
n

p gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass ein Ergebnis um min-

destens z Standardabweichungen vom Erwartungswert nach rechts

abweicht. Das wird durch die Grafik verdeutlicht, die sich bei Aus-

wahl von Draw im Test (s.0.) ergibt. Dabei wird — wie oben — eine

Normalverteilung mit den Parametern 1 und 6 zu Grunde gelegt.

Das Ergebnis x=31 ist also folgendermal3en zu interpretieren: —— £z I44E

Ein solches Ergebnis oder ein mit noch groBeres tritt nur mit einer
sehr geringen Wahrscheinlichkeit, ndmlich etwa 4,5% auf.

Bei einem Signifikanzniveau von 5% ist also Hy bei dem Ergebnis x = 31 zu verwerfen. Dasselbe
ergibt sich durch Vergleich von z = 1,70 mit dem Signifikanzparameter ¢ = 1,64.
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5 Simulation von Zufallsexperimenten

Stochastikunterricht wird durch Einbeziehung von Experimenten lebendiger. Am besten fiihren die
Schiiler die Experimente mit geeigneten Hilfsmitteln selbst durch. Nicht immer wird die Zeit aller-
dings zum Experimentieren ausreichen, so dass sich als Ersatz Simulationen anbieten, die mit dem
TI-83 Plus ohne groflen Zeitaufwand durchfiihrbar sind.

I Listen von gleich verteilten Zufallszahlen erzeugen und darstellen

Am Beispiel des Wiirfelns wird aufgezeigt, wie man Listen bei Simulationen verwendet. Eine Liste
ist beim TI-83 Plus eine Menge von geordneten Zahlen, im folgenden Beispiel eine Menge von
Ergebnissen beim Wiirfeln.

Der TI-83 Plus verwendet zum Erzeugen von gleichverteilten Zu-  |MATH HUM CP¥ |gls=
fallszahlen den Befehl randInt. Er wird aus dem Rechenfenster 15 rand

im [MATH}-Menii aufgerufen. %: EErr:

Q [QUIT] 4=r!*ar'|d1nt':
_ : FandHarmy

Q MATH(Q [MATH-PRB] Firandgine

u
Variante 1: Werden zwei Parameter a und b eingegeben, so liefert  |rrandInt.(1.&3

randInt eine ganzzahlige Zufallszahl aus dem Intervall [a;b]. E
Q106 =
Mehrfaches Driicken der —Taste liefert weitere Zufallszahlen. %
3
Variante 2: Werden drei Parameter a, b, z eingegeben, so liefert randInt.(1l.6, 2682

randInt eine Liste mit z ganzzahligen Zufallszahlen aus dem In- 2164313
tervall [a;b]. i

O (WATH [J(5) 1 [.] 6 (L] 20 [ENTER] .
Durch die Liste kann man mithilfe der Pfeiltasten [«] [»] rollen.

Zur weiteren Bearbeitung wird die Liste als Listenvariable L1 ge- |randInt{1.5, 283

speichert. 31
H=+L 1

O (STO#] (2nd) (1] (ENTER]. 53164315
Die Liste kann auf verschiedene Weise als StatPlot grafisch darge- w
stellt werden. Dazu wird in der Funktionstastenleiste eingegeben: oLl..Un

=" L1 “A%IS o
g 25 EDL:JEIEIEF{T
Es stehen drei Plots zur Verfligung, die gemeinsam mit den im [Y7)-  |Z2 P1ot.3. 0FF *
Editor eingegebenen Funktionen grafisch dargestellt werden kon- k- L1 L4 o
nen. Dazu miissen die Plots definiert werden. G Flota0f

© 2003 Texas Instruments



Brandt: Mathematik unterrichten mit TI-83 und TI-83 Plus in Klasse 11 bis 13 — Terl IIl Stochastik

25

Die Definition von Plot1 erfolgt mit der Auswahl
a [

Zum Einschalten wird der Cursor auf On bewegt und

ENTER] eingegeben.

Zur Auswahl des Plot-Typs wird der Cursor auf den gewlinschten

Typ bewegt und eingegeben.

Hier wurde bei Type in der oberen Reihe der dritte Typ gewdbhlt,
um die Liste als Histogramm (Haufigkeitsdiagramm) darzustellen.
Wie in X11 st zu erkennen ist, braucht dieser Typ nur eine Liste flir
die Darstellung. Dort wird L; eingegeben.

Nun kann der Plot grafisch dargestellt werden. Zuvor wird noch
eine passende Fenstergrof3e eingestellt.

Q

Die Werte werden entsprechend der Abbildung eingegeben.

Vor dem Zeichnen sind gegebenenfalls alle aktiven Funktionen im
[Y=)-Fenster zu deaktivieren.

Das Histogramm wird nun mit

a

dargestellt.

Wenn man die Liste als StatPlot so darstellen will, dass auf der
Rechtsachse die Wurfnummer und auf der Hochachse das Wurfer-
gebnis dargestellt wird, muss man zunéchst eine Liste flir die Wurf-
nummern erzeugen.

Das wird im Rechenfenster folgendermallen vorgenommen:
a [QUIT]

QO [2nd)(STAT][»] [List Ops]

Q BX16.n ] XT6.n (] 1[]20[]([ST0#] [2nd [2] [ENTER)

Die Liste wird mit dem s e q-Befehl erzeugt, der als ersten Parame-
ter das Bildungsgesetz der Folge, als zweiten Parameter die Folgen-
variable und dann die Grenzen (von ... bis) erwartet. Es ist zu be-
achten, dass die Grenzen denen von L entsprechen.

Die erzeugte Liste wird als L, gespeichert.

Der gewiinschte Plot wird durch Abéndern von Plotl definiert:

Q [2nd) 3 (1

Der Plot wird wieder auf On gesetzt, dann wird bei Type in der
oberen Reihe der erste Typ gewdhlt, um die Liste als Folge darzu-
stellen.

Flat:  Flokz

F
Tarpe: - = dn
Hh-- HIH
Oata ListiL1
Oata Hxisig Y
Marks B + -

Flotz  Flokz

WTHOOL
Aamin=-,5
Anax=5, 5
wecl=1
Ymin=-.2
Ymax=a
Yo l=1
ares=1

cedln. M, 1. 2003l =
11 234567 .

Flatz  Flokz
0f+
ure: Il L2 dn
Hh-- HIH |-~
alistal
V1istil:
Mark:s B +
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Da L; die Werte der Rechtsachse enthilt und L, die Werte der
Hochachse, werden noch bei X1ist und Y11 st die Parameter L;
und L, vertauscht, indem der Cursor an die entsprechenden Stellen
bewegt werden und dann die Listen als

a bzw.
a

eingegeben werden.

Nun kann der Plot grafisch dargestellt werden. Zuvor wird noch
eine passende Fenstergrof3e eingestellt.

Q

Die Werte werden entsprechend der Abbildung eingegeben.

Vor dem Zeichnen sind gegebenenfalls alle aktiven Funktionen im
[Y=)-Fenster zu deaktivieren.

Die Wurffolge wird nun mit

Q
dargestellt.

Durch die Folge kann man sich mithilfe der [TRACE]-Taste und der
Pfeiltasten bewegen und Werte ablesen. In der Abbildung erkennt
man, dass der zehnte Wurf das Ergebnis 4 hatte.

II Binomial verteilte Zufallszahlen

Flat:  Flokz

Ysol1=1
ares=1

Fil:Lz.L1 C o o

Der TI-83 Plus kann nicht nur gleich verteilte Zufallszahlen erzeugen, sondern auch Zufallszahlen,
die bestimmte Verteilungen aufweisen. So ist es mit dem Befehl randBin moglich, binomial ver-

teilte Zufallszahlen zu erzeugen und darzustellen.

Der Befehl randBin wird aus dem Rechenfenster im [MATH-Menii
aufgerufen.

Q [QUIT]
O MATHI(x] [MATH-PRB]
Q

Variante 1: Werden zwei Parameter n und p eingegeben, so liefert
randB1in eine ganzzahlige Zufallszahl aus dem Intervall [O;n].
Diese kann man sich folgendermallen entstanden denken: Ein
Gliicksrad mit zwei Sektoren ,, Treffer” und ,,Niete* wird n-mal ge-
dreht. Dabei ist p die Trefferwahrscheinlichkeit. Ausgegeben wird
die Zahl der Treffer. Als Beispiel werden n=10 und p=0,7 gew#hlt.

Q 10[.] 0.7 )] [ENTER] (ENTER] ...

Mehrfaches Driicken der —Taste liefert weitere Zufallszahlen.

H HUM CP:x |dE=
=

Illlll
=
[
=
o
=
=
o

F
ﬁﬂraﬂdainﬁ

randBin(1@. 4, 72

=] =] 0000
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Variante 2: Werden drei Parameter n, p, z eingegeben, so liefert randBin(1@.A. 7.5
randB1in eine Liste mit z solchen Zufallszahlen. Im Beispiel sind 5
n=10, p=0,7 und z=50 gewdhlt worden. ES 238736 .
QO WATH (] (7] 10 ] 0.7 [.] 50 (O] [ENTER]
Durch die Liste kann man mithilfe der Pfeiltasten [«] [»] rollen.
Zur weiteren Bearbeitung wird die Liste als Listenvariable L1 ge- |randBin{1@.A,.7.5
speichert. 8.

38087V 96
a H=+L 1

(P B T -

Diese Liste kann nun wie in Abschnitt I beschrieben als
Histogramm dargestellt werden.

Dazu wird in der Funktionstastenleiste eingegeben:

Q [2nd) 5

Das Histogramm soll als Plotl dargestellt werden:

Q [

Plotl wird eingeschaltet, indem der Cursor auf On bewegt und

O [ENTER

eingegeben wird.

Als Plot-Typ wird ,,Histogramm* ausgewdhlt, indem der Cursor auf
den gewlinschten Typ (erste Zeile, dritte Auswahl) bewegt und

O [ENTER

eingegeben wird. Als Xlist wird die Liste L; gewé#hlt, nachdem der
Cursor an die entsprechende Stelle bewegt wurde:

Q [2nd) (1)

Nun kann der Plot grafisch dargestellt werden. Zuvor wird noch
eine passende Fenstergrof3e eingestellt.

O (wiNDow)

Die Werte werden entsprechend der Abbildung eingegeben.

Vor dem Zeichnen sind gegebenenfalls alle aktiven Funktionen im
[Y=)-Fenster zu deaktivieren.

Das Histogramm wird nun mit

O [GRAPH)
dargestellt.

Man sieht die Ahnlichkeit des Histogramms mit der Binomialvertei-
lung mit den Parametern n=20 und p=0,7.

Flot:  Flokz

i
Tape: | = dn
Hh-- HIH
Oata List:iLi
Oata H=iszig Y
Mark:s B + -

Flat:  Flokz

gE f

el e =
Hh-- HIH |7

Alisteld

Fres:l

WITHOOL
Aamin=-,5
Aamax=1a.5
Aecl=1
Ymin=-.
Ymax=2=4
Yo l=1
Aares=1
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Wenn man die Binomialverteilung behandelt hat, ist es natiirlich sinnvoll, das ,,experimentell* er-
haltene Histogramm mit der theoretischen Verteilung grafisch zu vergleichen. Dazu sollen drei Va-
rianten vorgestellt werden. Normalerweise wird man nur mit einer dieser Varianten arbeiten. Vor
dem Weiterlesen kann man sich daher durch Vorschau auf die produzierten Grafiken fiir eine der

Varianten entscheiden.
Variante 1 (Binomialverteilung als Treppendiagramm):

Die Funktion binompdf wird mit den zugehorigen Parametern
und variablem X in den [Y=]-Editor eingegeben. Die Werte sind mit
50, der obigen Anzahl von Zufallszahlen zu multiplizieren.

Q (v5] 50 [x](2nd] [VARS] [0] binompdf (

Q 100]0.7 JWMATHI ) 2) XTe.n[)o[]0]

Die round-Funktion aus dem [MATH]-NUM-Menu wird verwendet,
damit der dritte Parameter der binompdf -Funktion ganzzahlig ist.

Die theoretische Verteilung wird iiber das vorhandene Diagramm
gezeichnet; man sieht die Ubereinstimmung.

U [GRAPH

Der Vorgang kann durch Loschen des Bildschirms mit

Q (ClrDraw)
wiederholt werden.
Variante 2 (Verwendung des Folgenmodus):

Es ist moglich, die Werte der Binomialverteilung als Folge darzu-
stellen. Dazu wird der Folgenmodus eingestellt:

0 [ODE) Seq

Mithilfe der Funktion binompdf wird der Funktionsterm fiir die
Folge eingegeben:

Qv
Q' 50 [x](2nd) [VARS] [0]
Q 10Jo7LXIe.nn]

binompdf (

Die Fenstereinstellung ist wie nebenstehend vorzunehmen. Die wei-
teren Werte konnen bleiben (siehe Einstellung oben).

Die theoretische Verteilung wird iiber das vorhandene Diagramm
gezeichnet.

0 [GRAPH]
Allerdings werden in der Grundeinstellung die Daten nur als kleine
Punkte sichtbar.

alld] Flokz Flokz

~N1 BSE+binomEdf
1?,E.F=PaundiH=E

WS
wr =
~Wy=
~Ye=

Sci1 Eng
%JEIEE-#SE-FEE'
aclan I!%@

Func Par Fo
O

AME Flakz Flotz
niin=a

UL arBbhinomEdf Ol
HaB. 70435
LuiaMinig
AR =

vinMing=
RN e

WIHDOW

Flotstep=1
AM1IN=". 0
Amax=1a.3
Jascl=1

© 2003 Texas Instruments



Brandt: Mathematik unterrichten mit TI-83 und TI-83 Plus in Klasse 11 bis 13 — Terl IIl Stochastik 29

Man kann im [Y=)-Editor einen anderen Zeichenstil wihlen. Dazu
bewegt man den Cursor links neben u(z) und driickt mehrfach die

ENTER]-Taste, bis der gewlinschte Stil erscheint.

Die theoretische Verteilung wird {iber das vorhandene Diagramm
gezeichnet.

O ([GRAPH

Allerdings ist die Auswahl an Zeichenstilen nicht sehr grol3.

Variante 3 (Verwendung eines weiteren StatPlots)
Zunéchst wird wieder in den Funktionsmodus zuriickgeschaltet:

O (MODE] Func

Alle im [Y=)-Editor befindlichen Funktionen werden geldscht oder
deaktiviert.

Es wird nun eine Liste erzeugt, welche die moglichen Trefferzahlen
enthilt, im Beispiel also von 0 bis 10. Das wird im Rechenfenster
folgendermallen vorgenommen:

0 [QUIT]
O [2nd](STATI[»] [List Ops]
A B XTe.n ] XTLen ] 1] 100](STo* [2nd] [2] [ENTER]

Die Liste wird mit dem s e q-Befehl erzeugt, der als ersten Parame-
ter das Bildungsgesetz der Folge, als zweiten Parameter die
Folgenvariable und dann die Grenzen (von ... bis) erwartet.

Die erzeugte Liste wird als L, gespeichert.

Nun wird die Binomialverteilung als Liste L3 erzeugt, mit der obi-
gen Anzahl z=50 von Zufallszahlen multipliziert. Dazu braucht man
bei der Funktion binompdf nur die Parameter n und p anzugeben.

Der gewtiinschte Plot wird als Plot2 definiert:
Q [2nd) 5 2)

Plot2 wird eingeschaltet, indem der Cursor auf On bewegt und

O [ENTER

eingegeben wird.

AMA Flok: Flobs
nMin=a
_imiBbinomFdt (1l
FaB. 7 n) 450
LWinMinig
AL =

LionMina=
RET I

So1 Eng
%JEIIEFEE-FEE'
=111 3 |!%%
K

ol Sey
Lot

ConnecLe

WIS Simul
atbhl, re"el
Horiz G5G-T

sedlH, . Ha 1AL =
b1 23456 .

sedlH, . Ha 1AL =

@1 234 5 6 .
binompdf 1@, 8,7
kS EEL

E2.9524ﬁs'4 . HA..
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Als Plot-Typ wird der erste Typ (Punktdarstellung) ausgewéhlt,
indem der Cursor dorthin bewegt wird und

O [ENTER

eingegeben wird. Als X117 st wird die Liste L, gewihlt, als Y1ist
wird die Liste L3 gewi#hlt, nachdem der Cursor jeweils an die ent-
sprechende Stelle bewegt wurde. Als Markierung wird die erste

durch Eingabe von ausgewihlt.
Nun kénnen beide Plots dargestellt werden:

O [GRAPH

Man sieht die zufillig erzeugte Verteilung als Histogramm und die
theoretische als deutlich erkennbares Punktdiagramm.

Diese Darstellung ist wohl die beste, allerdings ist der Aufwand
relativ grof3, um sie zu erzeugen.

IIT Normal verteilte Zufallszahlen

Flok=

Die Erzeugung normal verteilter Zufallszahlen ist mit dem Befehl randNorm méglich.

Der Befehl randNorm wird aus dem Rechenfenster im [MATH]—
Menii aufgerufen.

Q [QUIT]

Q (MATH](J [MATH-PRB]

Q6

Variante 1: Werden zwei Parameter i und ¢ eingegeben, so liefert
randNorm eine reelle Zufallszahl entsprechend der Normalvertei-

lung mit Erwartungswert p und Standardabweichung c.
Als Beispiel werden n =10 und ¢ =2 gewihlt.

0 10[.] 2 [ENTER] (ENTER] ..

Mehrfaches Driicken der —Taste liefert weitere Zufallszahlen.

Variante 2: Werden drei Parameter p, ¢ und z eingegeben, so liefert
randNorm eine Liste mit z normal verteilten Zufallszahlen bzgl.
Erwartungswert p und Standardabweichung o.

O (WATH) (] (6] 10 [.] 2 [.] 50 [ENTER]

Durch die Liste kann man mithilfe der Pfeiltasten [«] [»] rollen.

Zur weiteren Bearbeitung wird die Liste als Listenvariable L; ge-
speichert.

u ENTER

Die Liste soll als Histogramm dargestellt werde.

Zuvor werden im [Y=)-Editor alle Funktionen und Plots deaktiviert.

MATH HUH CP¥ |gg=
1:rand

2anPr

RN

gl

=

randIntc
randHarme
srandBine

randbornt 13, 20
9, 22584 5755
9, 84353927473
11. 21876649
9, 39089535
O 225265204
11. 58335625879
randkormt 1A, 2. 548

2
£11.388983938 9. .

gandHnrmilE,E,SE
+11.588390938 9, .
Arn=+L 1

£11.988398933 9. .
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Die Liste wird als Plotl definiert.
Q [2nd) Y7 (1]

Plot1 wird eingeschaltet, indem der Cursor auf On bewegt und

O [ENTER

eingegeben wird.

Als Plot-Typ wird ,,Histogramm* ausgewdhlt, indem der Cursor auf
den gewiinschten Typ bewegt und

O [ENTER

eingegeben wird. Als Xlist wird die Liste L; gewéhlt, nachdem der
Cursor an die entsprechende Stelle bewegt wurde:

Q [2nd) (1]

Nun kann der Plot grafisch dargestellt werden. Zuvor wird noch
eine passende Fenstergrof3e eingestellt. Die x-Werte werden im Be-
reich von 3 o -Intervallen um p gewéhlt.

O [Wwinbow]
Die Werte werden entsprechend der Abbildung eingegeben.

Mit
U [GRAPH

erscheint das gewtinschte Histogramm.

Die passende Normalverteilungskurve kann folgendermal3en hinzu-
gefiigt werden. Man gibt im [Y=)-Editor ein:

a normalpdf(

0O XTen[J10[]2D]k] 50
Die Werte der Funktion normal pdf sind mit der Anzahl z=50 der
Zufallszahlen multipliziert.

Mit
O [GRAPH

erscheint das Histogramm mit der passenden Normalverteilungs-
kurve.

(] iy
=" L1 “ANIS o
Z2iFlotz2 0FF
= L1 Lz +
SiPlots O0ft
= L LY o
FLFP1ots0ff

Flotz  Flokz

i

TaFe: [ = dn
Hh-- HIH

Oata ListiL1

Oata HAx<isig Y

Marks B + -

E P'IEtE Flak=
gpel o =
Hi~ HIR |~

) Hk-- HIH |-~
Alistald
Freq:l

LITHOOL
wmin=d4
Amax=16
Aecl=1
Ymin=-".o
Ymax=1a
Yscl1=11
ares=1

Inl

AMMM Flokz Flok:

W BErorpnaledf R
16, 250

wMes
wrs
wy=
we=
wWE=
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6  Regression

Durch eine Reihe von Messpunkten soll eine moglichst gut passende Kurve gelegt werden. Der
TI-83 Plus bietet eine ganze Palette von Funktionstypen zur Losung dieser Aufgabe nach der Gaul3-
schen Methode der kleinsten Fehlerquadrate.

Dabei werden Listen verwendet. Zum Arbeiten mit den Listen werden die Meniis (STAT]und
STAT] [L1ist] benutzt.

I Quadratische Regression als Beispiel

Mit dem folgenden einfachen Experiment wird gemessen, wie
sich eine Kugel eine schiefe Ebene hinab bewegt. Man besorge
sich ein Metronom und fiir jede Experimentiergruppe ein etwa
ein bis zwei Meter langes Brett, eine kleine Stahlkugel, ein
Stiick Kreide und einen Meterstab. Das Metronom wird auf
Sekundentakt eingestellt, das Brett leicht geneigt gelagert. Bei
einem bestimmten Taktsignal wird die Kugel am oberen Ende
des Brettes losgelassen. Dann wird bei jedem folgenden Taktsignal die Kugelposition mit einem
Kreidestrich markiert. Die Abstdnde s der Kreidestriche zum oberen Ende des Brettes werden ge-
messen.

Man erhélt damit z.B. folgende Messwerte:

Zeit t in sec 0 1 2 3 4 5
Weg s inm 0 0,06 0,19 0,44 0,78 1,24
Zunichst werden die Messwerte als Listen L1, L, im Listeneditor [SetlleEditor Li1aL
eingegeben. g 0
Vor Eingabe wird der Listeneditor mit dem Befehl SetUpEditor the
Q (STAT] (5] (2nd] (1] (-] [2nd] [2] [ENTER
fiir die Aufnahme der Listen L1, L2 vorbereitet.
Falls L1 und L, noch Elemente enthalten, konnen sie im Li Lz |eeeee z
Rechenfenster mit dem Befehl oonn | a.gonn
1.00) | apQn
O [STAT) (4] [2nd) (1) (2] 2nd) (2) [ENTER]) [CTrList] et
geloscht werden. Mit 23333 S B0
. s
gelangt man in den Listeneditor. In L; werden die Zeiten und in L;
die Wege aus der Tabelle eingetragen.
Die Messpunkte werden grafisch dargestellt, indem ein StatPlot Fﬂ -FI-I-"“:'E Flokz
mithilfe der eingegebenen Listen erstellt wird:
8c8 yre: B | d
Q e Pl
Der Plot wird auf On gesetzt, dann wird bei Ty pe in der oberen ﬁ% i g% E t :I_:
Reihe der erste Typ gewihlt, um die Messpunkte darzustellen. Mark: B -+
Fiir X1ist und Y11 st werden die Voreinstellungen L; und L,

beibehalten. Auf diese Weise werden die Zeiten als X-Werte und
die Wege als Y-Werte dargestellt.

Als Markierung Mark wird ein kleines Quadrat gew#hlt
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stellung).
Nun kann der Plot grafisch dargestellt werden. Zuvor wird noch ld:}::hll:ll:lh] =
eine passende Fenstergrofe eingestellt. Min="_.
P . s AMaE=a, 0
0 Aac1=1
Die Werte werden entsprechend der Abbildung eingegeben. ﬁmég;l ' %
Vor dem Zeichnen sind gegebenenfalls alle aktiven Funktionen im Vecl=. 2
[Y=]-Fenster zu deaktivieren. Ares=l
Die Messwerte konnen nun mit FLl:L1sL2 n
O GRAPH]
dargestellt werden. Durch die Folge kann man sich mithilfe der °
(TRACE]-Taste und der Pfeiltasten bewegen und Werte ablesen. .
In der Abbildung erkennt man z.B., dass zur Zeit X=3 der Weg LT T
Y=0.44 gehort. e Lk
Es sieht so aus, als ligen die Messwerte auf einer Parabel. Mitdem |EOLT TESTS
Rechner wird daher mithilfe einer quadratischen Regression eine 1 : 1-War Stats
angepasste Parabel bestimmt. Zunichst wird das Menii zur Auswahl %: ﬁ;gfﬁ Egt'at'E'
moglicher Regressionsfunktionen ausgewihlt: 41 LipReac ax+h
Huadked
H ETATD] :Cubicked
rRuartEed
Durch die Auswahl SetlUrEditor L1al
0 .

wird der Befehl QuadReg fur die quadratische Regression ins Re-
chenfenster libertragen. Es werden die Parameter L1, Ly,Y; er-
ganzt:

O (2nd (1J (] (2nd) (2] (] (VARS] ] (1) (1)
Durch Eingabe von

O [ENTER

wird dann eine quadratische Regression durchgefiihrt; die ermittelte
quadratische Funktion wird nach Y; tibertragen.

Das ldsst sich durch Aufruf des [Y=]-Editors bestitigen:
Q¥

SchlieBlich kann durch
O [GRAPH]

die bestimmte Kurve durch die Messpunkte gezeichnet werden.
Sie stellt offenbar eine gute Naherung fiir die Messwerte dar.

Done
Euadﬂeg Li-Lza%"1

HuadRe3
u=axz+?x+c

b= BErs
=, BEST

AMA Flokz Flok:
B ESRAET AT LA
Hees+, BASY
wMe=
wEs
wy=
we=
wWE=
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Zusitzlich kann man noch untersuchen, wie genau die Kurve durch
die Messpunkte verlduft. Dazu werden zwei weitere Listen hinzuge-
fiigt: eine Liste Ly fiir die Y-Werte der angepassten Kurve bei den
durch die Messung vorgegebenen Zeitwerte und eine Liste Lpirr fiir
die Differenzen Ly = Lj. Dazu geht man in den Listeneditor

Q
und bewegt den Cursor in die Kopfzeile der dritten Spalte.
Dort gibt man den ersten Namen ein:

QY [ENTER]

Durch nochmalige Eingabe von gelangt man in die FuB3zeile
und kann dort die Liste Ly definieren:

0 VARS) 0] ([ [ [A (2nd) (1] 0]

Durch Eingabe von

Q
erscheint die gewiinschte Liste Ly.
Man sieht durch Vergleich mit L, schon die Giite der Ndherung.

Analog wird die Liste Lpirf erstellt.

Dabei kann der Listenname fiir Ly aus dem Menu
[LIST] abgerufen werden.

Die Liste Lprrr zeigt schlieBlich, wie gut die angepasste Kurve die
Messpunkte trifft.

L1

el

O G

I Schaubild einer ganzrationalen Funktion durch maximal fiinf Punkte

Der Rechner kann Regressionen mit ganzrationalen Funktionen maximal vierten Grades durchfiih-
ren. Daher ist die Bestimmung einer ganzrationalen Funktionen durch maximal fiinf Punkte einfach.

Beispiel: Ganzrationale Funktion durch die Punkte P,(-3|2), P2(-1]0), P3(0|3), P4(2.5|-1), Ps(4|-3).
Die Losung der Aufgabe entspricht fast vollstdndig der in Abschnitt I. Daher sind hier nur die ent-

sprechenden Rechneransichten wiedergegeben:
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SetldrEditor LisL L1 Le |eo——o z DF?E Flokz
c =20 | Eo0dnan
] Oone =L | Qg gre: B |
ClrList L1=LEI g oy | 2oy i t'ﬂ{ HIH |~
ane R0 15tal o
n 2N | i Plizt:lz
Mark: B +
L&t =
WTHOOW I EOIT TESTS
AMin="5 . _ 1:l-Mar Stats
AMax=0 | 2i2=blar Stats
#ecl=1 e e e b 13 Hed—Med
“min="4 | n diLinkEediax+ha
Ymax=4 i s BuadReg
Yo l=1 | o B: CubickEe39
ares=1 | [ -{AINE A o3
SetldrEditor LisL BuartickFea
z u=gxH+hx i+ +e [
] Done =. 185 _
ClrList L1:L: b=-.3190 o .
Hore c=-1. 3495 |
Euartﬁeg LisLza4 d=Z.H 7o i
e=3.8808a |

Alternativ kann man mit dem Ansatz: f(x)=ax*+bx’+c¢x’+dx + e ein LGS aufstellen:

f-3)=2 < 8la - 276 + 9¢ - 3d + e = 2
f-1)=0 < a - b + c - d + e = 0
0)=3 < e = 3
f25)=-1 < 39.0625a + 15625 + 625¢ + 2.5d + e = -1
f4)=-3 < 25%a + 64b + 16c + 4d + e = -3
Zur Losung des LGS wird der Matrixeditor aufgerufen mit MATRIXIAl 5 =&
0 (<) [ENTER] 5 (ENTER) 6 (ENTER) Cfowg Loowg booon 1
. . . .. = aoonn  poong Eoagon ]
und die erweiterte Koeffizientenmatrix eingegeben. 2 eagd Ladga - 1
L PLCLIL L BT %]
Caf= "3
Im Rechenfenster wird das LGS mit dem rref-Befehl gelost: HAMES a EOIT
ATcumSumn
a 0] H:ref
Freft
= FoLSWarF g
LI= o+
E: ®rowr,
Fi®rauty
Q (ALPHA] B [2nd) (7] (7] (7] (ENTER) et se e
Um die Losung zu sehen, rollt man mit der Pfeiltaste ] bis zum TLRABE -.3190 ]
rechten Ende der Ergebnismatrix. - BEEaE -1,3493]
e ; . 1 o e BOEE Z.0FFS ]
Natiirlich ist diese Losung um einiges aufwindiger als die Losung JHAEAE I.EEE8A 1]
mithilfe der Regression.
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7 Markoffketten — ein Wahlthema mit GTR

Die im folgenden beschriebene Unterrichtseinheit ist unterrichtserprobt und ldsst sich z.B. als
Wahlthema nach dem schriftlichen Abitur oder fiir eine andere Lernleistung durchfiihren.

Falls nicht geniigend Zeit zur Verfligung steht, kann man nach Abschnitt IV authoren.

I Einfithrendes Beispiel

Es gibt Systeme, die in regelméBig aufeinander folgenden Zeitpunkten mit bestimmten Wahrschein-
lichkeiten zwischen verschiedenen Zustinden wechseln. Man spricht von stochastischen Prozessen.
Ein stochastischer Prozess heif3t eine Markoff-Kette, falls

e e¢r endlich viele Zustinden Zy; ... ; Z,, besitzt,

e zeitunabhingige Ubergangswahrscheinlichkeiten hat,

e cine Startverteilung der Zustandswahrscheinlichkeiten existiert.

Beispiel: Spiel um 3€

Bei einem Gliicksspiel setzt man einen Betrag. Dann wird ein Gliicksrad mit zwei Sektoren gedreht.
Bleibt es im Gewinnsektor stehen (mit Wahrscheinlichkeit p=0,4), so gewinnt man den doppelten
Einsatz, beim Verlustsektor (Wahrscheinlichkeit g=1-p=0,6) verliert man den Einsatz. Ein Spieler
hat nur 1€ und mochte auf 3€ kommen. Er setzt den Euro. Wenn er verliert, hort er auf. Wenn er

gewinnt, setzt er nochmals 1€. Gewinnt er wieder, so hort er auf. Ansonsten fangt er wieder mit 1€
an.

Die Zustinde des Spiels lassen sich gut in einem ,,Prozessdiagramm® tiberblicken:

Es gibt vier Zusténde, die durch den Besitz des Spielers gekennzeichnet sind. Die Pfeile geben an,
mit welcher Ubergangs-Wahrscheinlichkeit ein Zustand in den anderen iibergeht. Es gibt zwei Sor-
ten von Zustdnden. Innere Zustdnde (hier Z; und Z,) sind Zustidnde, die wieder verlassen werden
kénnen. Zustinde wie Z3 und Z4, die nicht mehr verlassen werden konnen, nennt man absorbierend.

Dabei gelten folgende Regeln:
e Beijedem Zustand ist die Summe der Wahrscheinlichkeiten an abgehenden Pfeilen gleich 1.
e Absorbierende Zustéinde erkennt man an einem Ringpfeil mit Durchlaufwahrscheinlichkeit 1.

e Die Startverteilung ist ein Vektor, der die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Zustinde an-
gibt, in denen sich das System anfangs befindet. Bei jeder Startverteilung muss die Summe der
Koordinaten 1 sein.

1
. L . 10 : : .
Beginnt der Spieler in Zustand Z,, so ist der Vektor v, = 0 Startverteilung, da sich der Spieler

0

mit Wahrscheinlichkeit 1 bei Z; befindet. Mit jedem Spiel dndert sich die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung fiir die Zustinde, kurz Zustandsverteilung genannt. Wie sie sich dndert, 14sst sich sehr ein-
fach mit dem TI-83 Plus berechnen.
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IT Berechnung von Zustandsverteilungen — theoretische Grundlagen

In dem Spiel um 3€, das in Abschnitt I erklart ist, sei 13=0,4. Um die Zustandsverteilung nach ei-
nem, zwei ... Spielen auszurechnen, kann man folgende Ubersicht verwenden:

Verteilung\Zustand 71 72 73 74
Start 1 0 0 0

nach einem Spiel

nach zwei Spielen 024 | o | o016 | 06

nach drei Spielen 0 | 0,0 | o016 | 0,744

So entsteht z.B. die Wahrscheinlichkeit fiir Zustand Z4 nach drei Spielen folgendermal3en aus der
Verteilung nach zwei Spielen: 0,744 =0,6-0,24+1-0,6.

Allgemein muss man jeweils die Wahrscheinlichkeit fiir den Zustand Z; mit der Ubergangswahr-
scheinlichkeit von Z; nach Z; multiplizieren und die erhaltenen Wahrscheinlichkeiten aufsummie-
ren. Als Ergebnis erhdlt man die Wahrscheinlichkeit fiir Zy auf der ndchsten Stufe.

Vi

12
Schreibt man statt der Zahlen allgemein 7=| ° |,

€

v,

so ergibt sich die nichste Zustandverteilung v aus

vi = 0y + 06, + 05 + 0.y,
v = 04y + 0-vp + 0.3 + 0.y
v,y = 0y + 04w + Ly + 0.y
v, = 06-vy + 0-v, + 0.5 + 1.y

Die eingefiigten Nullen zeigen, dass man diese Berechnung kurz mithilfe der ,,Ubergangsmatrix*

0 06 0 0
|04 0 00
1o 04 1 0
06 0 0 1

in der Form vV = U- v schreiben kann.

Die Ubergangsq.latrix erhilt man einfach durch Anlegen einer Tabelle aus dem Prozessdiagramm,
indem man die Ubergangswahrscheinlichkeiten spaltenweise eintrigt:

Von Zustand
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Nach Zustand 71 7 7 Z4

VA 0 0,6 0 0

7 0,4 0 0 0

Z3 0 0,4 1 0

Zy 0,6 0 0 1

IIT Iterative Berechnung von Zustandsverteilungen.

Die Berechnungen von Abschnitt II lassen sich folgendermalB3en mit
dem TI-83 Plus durchfiihren.

Die Ubergangsmatrix wird im Matrixeditor als Matrix [A] eingege-
ben:

Q [MATRIX]
Q bIbJ [EDIT]

Mit der Taste oder (1] wird der Matrixeditor erreicht. Dort
werden Matrizen eingegeben. Die MatrixgroB3e (4 Zeilen und 4
Spalten) wird in der obersten Zeile eingegeben:

Q (4] [ENTER] (4] [ENTER]

Es folgt zeilenweise die Eingabe der Elemente, die jeweils mit
tibergeben werden.

Fiir Anderungen der Matrix kann man sich mit den Cursortasten
bewegen und gewiinschte Anderungen vornehmen.’

Die Startverteilung wird auch im Matrixeditor eingegeben, und
zwar in der Matrix [B] als 4 x 1 — Matrix:

a o]0
O [4] [ENTER] [1] [ENTER]

Es reicht die 1 in der ersten Zeile einzugeben, da die Nullen schon
vorbelegt sind.

Die Berechnungen werden im Rechenfenster vorgenommen:

Q [QUIT]

Mithilfe des Matrix-Fensters kann man die Matrizen fiir das Re-
chenfenster aufrufen, z.B. wird folgendermallen die Matrix [A] an-
gezeigt:

a ENTER

HFIIFE? MATH |kl
: [E]

S [C]

d: [0O]

=i [E]

5 [F]

iG]

MATRIXIA] 4 =4

[ T 0 _

[0 0 0 _

[ 1] n -

[0 1 n -
12 1=H

MATRI=I[A] 4 =4

_.h 1] n i |

T S T

—n o I?_:
42 4=1

MATRIA[E] 4 X1

it
Nl Rl R bl

? Fiir spitere Anderungen der Matrix erreicht man den Matrixeditor auf dieselbe Weise. Man kann sich dort mit den
Cursortasten bewegen und gewlinschte Anderungen vornehmen. Auch die Matrixgrofle kann man nachtréglich &ndern,

indem man die Zeilen- bzw. Spaltenzahl in der Kopfzeile abéndert.
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Die Multiplikation der Matrizen [A] und [B] wird folgendermal3en
mithilfe des Matrix-Fensters vorgenommen:

Q ENTER

Es ergibt sich der Zustand nach einem Spiel.

Um die weiteren Zustandsverteilungen zu berechnen, kann man
einfach die ANS —Taste verwenden:

Q ENTER

Es ergibt sich der Zustand nach zwei Spielen.

Danach braucht man nur noch [ENTER] zu driicken, denn der letzte
Befehl wird automatisch wieder ausgefiihrt, wenn man nichts Neues
eingibt.

Auf diese Weise kann man beobachten, dass sich offenbar eine
Grenzverteilung entwickelt.

Nach zwanzig Spielen ergibt sich nahezu Null als Wahrscheinlich-
keit fur die inneren Zusténde, da das Spiel nur mit geringer Wahr-
scheinlichkeit noch nicht zu Ende ist.

Mit der Wahrscheinlichkeit von etwa 0,21 gewinnt der Spieler 3€,
mit der Wahrscheinlichkeit von etwa 0,79 verliert er seinen Euro.

Diese Wahrscheinlichkeiten nennt man Absorptionswahrscheinlichkeiten, denn mit einer Wahr-

A .4 1 Al
[.& B H 1]
[A] [E]
[[@ ]
[.4]
(A ]
[.58]
(A 1]
[.5]
[A]l A=
[[.24]
(A ]
[.15]
[.6 1]
A 1
[.15]
[.5 ]
[[& 1
[.09E]
[.16 ]
[.744]
[ |
[A
[. 21842860336 .
[EE?593228134 .
[7.6441 19684 E-5...
[. 21842603356 .
[.7E29437d7az

scheinlichkeit von etwa 0,21 bzw. 0,79 endet das Spiel im absorbierenden Zustand Z; bzw. Z4.

IV Berechnung von Absorptionswahrscheinlichkeiten — 1. Mittelwertsregel

Die iterative Berechnung der Absorptionswahrscheinlichkeiten liefert nur Naherungswerte und
kann sehr lange dauern. Folgende Uberlegung fiihrt auf einen direkten Weg. Er soll fiir die Absorp-

tionswahrscheinlichkeiten des Zustands Z5 (,,Gewinn®) flir das Spiel um 3€ aufgezeigt werden.

Man fligt im Prozessdiagramm zusétzliche Pfeile von allen inneren Zustédnden zu einem interessie-
renden absorbierenden Zustand ein. An jedem Pfeil wird die Wahrscheinlichkeit eingetragen, ir-
gendwann am Pfeilende absorbiert zu werden, wenn man am Pfeilanfang startet. Fiir den absorbie-

renden Zustand Z; (,,Gewinn von 3€*) ergeben sich die folgenden gestrichelten Pfeile:

Daraus ergibt sich das Gleichungssystem:
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a = 0,4a,
a, =

Begriindung z.B. fiir die zweite Gleichung:

0,62, + 04

Um von Z, nach Zs zu gelangen, gibt es zwei Alternativen, die zusammen a, ergeben:
1) Man gelangt mit Wahrscheinlichkeit 0,6 nach Z; und von da mit Wahrscheinlichkeit a; nach Z;,
also nach der Pfadregel mit Wahrscheinlichkeit 0,6-a, von Z; iiber Z; nach Zs.

2) Man gelangt direkt von Z, nach Z3; mit Wahrscheinlichkeit 0,4.

Man nennt die Vorgehensweise beim Aufstellen des LGS ,,1. Mittelwertsregel*.

Umgeformt ergibt das Gleichungssystem:

a, - 04a, 0

-06a, + a, = 04

Die Losung dieses linearen Gleichungssystem ldsst sich mit dem
TI-83 Plus folgendermallen berechnen.

Zunichst wird die Matrix aus den Koeffizienten eingegeben, hier
als Matrix [C]:

Q DD (ENTER] (3] [ENTER]

Im Rechenfenster wird das LGS mit dem Befehl rref gelost:
O (2nd] (x-] [] (ALPHA] [ AP P S 1{2nd] [x-1] (3] 0] [ENTER]

Durch die Tastenfolge

O [VATH] (1] [ENTER]
wird das Ergebnis noch mit Briichen dargestellt.

Die Wahrscheinlichkeit, bei Start mit 1€ am Ende 3€ zu gewinnen,
betrdgt also 4/19. Wenn der Spieler anfangs schon 2€ hat, gewinnt
er mit der Wahrscheinlichkeit 10/19 am Ende 3€.

MATRIXIC] 2 =3
[ (A o 0 1
[0 i 0 1
12 1=H
refC[C] 0
[[1 B 21852631 ..
A 1 52631575
ref [C] 0
[[1 & 216852631 ..
B 1 52631575
Az kFrac
[[1 8 4-19 ]
[A 1 181911

Im behandelten Beispiel ist die Berechnung noch so einfach, dass man die Lésung auch ohne Rech-
ner schnell berechnen kann. Folgendes Beispiel ,,Spiel um 5€* ist komplexer.

Das Spiel wird nach folgendem Prozessdiagramm durchgefiihrt. Dabei sei wieder p=0,4 und q=0,6.

Als Ubergangsmatrix ergibt sich
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0 0 06 0 0O
04 0 O 0 0 O
0 0 0 06 0 O
0 04 0 0 0O
0 0 04 04 1 O
06 06 0 0 O 1

Die Matrix wird als [D] iiber das Matrix-Edit — Fenster

0

. : ) 0
eingegeben, die Startverteilung 0
0

Das Iterationsverfahren ergibt nach 10 Schritten die nebenstehende

Zustandsverteilung.

1

0

als Matrix [E].

Also ist die Wahrscheinlichkeit a;, von Zustand Z; irgendwann im
Zustand Zs (,,Verlust des einen Euro*) zu landen, etwa 89%. Mit
etwa 11% Wahrscheinlichkeit landet der Spieler von Z; aus einen

Gewinn von 5€ .

Die anderen Wahrscheinlichkeiten a; kann man auf diese Weise mit

entsprechenden Startverteilungen niherungsweise bestimmen.

MATRIXIO] & ®E

1
=
b= = ===

o CNENENE) —

s
R L] o

Die exakte Losung ergibt sich mit der 1. Mittelwertsregel aus dem LGS

bzw. nach Umformung

4,

0,64,

—-0,6a,

0,4a,

0,44,

0,64,

0,4a,

a, 0,4a,

+ a,

J

0,6a, + a,

Die zugehorige erweiterte Matrix wird als 4 X 5 -Matrix [F] einge-

geben.

Q 0] 0] (6] (4] (ENTER] (5] [ENTER]

Die Koeffizienten werden zeilenweise eingegeben.

+ 0,6
+ 0,6

2

0,6
0,6

MATRIXIF1 4 x5
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Mit dem Befehl rref wird im Rechenfenster das Gleichungssys- et [F]2
tem geldst. [[1 ? @ e

[A
Q [QUIT] B B
O [2nd) x1) (] (ALPHA] [ AP P S 1(2nd) [x-1) (6] (0] (ENTER) l[IEI .

Die Darstellung mit Briichen

[
Q [MATH] (1] [ENTER] F|r[|
ergibt, dass die Wahrscheinlichkeit, von Z; aus das Geld zu verlie- ?

“
A

525 N
ren, —— betréigt.
589

Um den Wert erkennen zu konnen, kann man mit der Pfeiltaste
][] ] das Ergebnis verschieben.

V Die Fundamentalmatrix

Wenn man das Gleichungssystem zur Berechnung der Absorptionswahrscheinlichkeiten in Matri-
zenform schreibt, erdffnen sich Zusammenhiinge mit der Ubergangsmatrix. Dadurch lassen sich die
Berechnungen mit dem TI-83 Plus tibersichtlich durchfiihren.

Als Beispiel dient nochmals das Spiel aus dem vorhergehenden Abschnitt mit folgendem Prozess-
diagramm und der Ubergangsmatrix U. Dabei sei wieder p=0,4 und q=0,6.

0 0 06 O

0 04 0 O
0 0 04 04
06 06 0 O

S

[l

(e}

o

o)}
S = O O O O
- o O O O O

Fiir die Absorptionswahrscheinlichkeiten a;, a,, as, a4, von Z; bzw. Z, bzw. Zs bzw. Z4 aus im Zu-
stand Zs absorbiert zu werden, ergab sich folgendes Gleichungssystem:

a] = 0’432 + 0,6
a, = 0,4a, +0,6
a, = 0,6a,

a, = 0,64,

In Matrizenschreibweise kann man das folgendermaBen notieren: a=7-a+ b.

0 04 0 O
. 0 0 0 04 ) . . ) -
Dabei ist 7= . der transponierte Teil der Ubergangsmatrix, der die Ubergénge
0 0 06 0

0.6

rs 0a6 . . .
zwischen den inneren Zustdnden beschreibt. Der Vektor b= ist der transponierte Teil der
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Ubergangsmatrix, der den direkten Ubergang von den inneren Zustinden zum Zustand Zg

beschreibt.
Aus der Matrixgleichung ergibt sich

a—T-4=>b, oder mit der passenden Einheitsmatrix (£—7)-ad= b, also d= (E-D7"- b

Die Matrix F=(E- 7)71 heisst Fundamentalmatrix der absorbierenden Markoftkette. Sie kann bei

einem sinnvollen Problem als existent vorausgesetzt werden.

Die Berechnung der Absorptionswahrscheinlichkeiten kann nun mit
dem TI-83 Plus folgendermallen durchgefiihrt werden.

Die Matrix U wurde im vorhergehenden Abschnitt als [D] tiber das
Matrix-Edit — Fenster eingegeben.

Die passende 4 x 4 — Einheitsmatrix wird folgendermal3en tiber das
MATRIX — MATH - Menii im Rechenfenster erzeugt und als Mat-
rix [E] abgespeichert:

0 [QUIT]
O 20d) (] ] 5]

Q ENTER

Zur Erzeugung der Fundamentalmatrix £ =(£—7)" ist zunichst

noch eine Teilmatrix von U=[D] zu erzeugen. Leider gibt es keinen
Befehl zur Ausgabe einer Teilmatrix der Matrix [D], aber man kann
das Problem im vorliegenden Fall durch Neudimensionieren 16sen.

Zunéchst wird die Matrix D nochmals als Matrix C abgespeichert:
Q [QUIT]
Q

Nun wird die Matrix [C] als 4 x 4 — Matrix neudimensioniert und so
die gewiinschte Teilmatrix extrahiert.

a (»][»][3] 4 [ENTER] 4 [ENTER]

Nun kann F im Rechenfenster erzeugt werden. Dazu ist noch [C] zu
transponieren und die Inverse (£— 7)™ zu bilden, das Ergebnis
wird in der Matrix [F] gespeichert.

Q MODE] [QUIT]
QO [ 2nd (x5 =] 20d) [ (3] 2nd) (7] ] (2) 0] ()
Q) (STO#] [2nd] [x-1) (6] [ENTER

MATRI=IO] & =&
_n 1] 1] 1
_n o 0 |
-.b 1] n 1
TN S .
_n o ﬂllll
Ba6=1

MAMES GEME EOLT
Lidet

sedim
JiFi1llc
Ldent.itax
s Fandie
rdausment. ¢

identitacda+[E]

[[1 B8 B8]
[B 1 B B]
A1 8]
H A1l

o
= S ENENE

-=-=-'=-'n.l

] ] | el
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Der Vektor 4 wird einfach als Matrix [G] neu eingegeben: MATRI-I[G]1 4 *1
[ B 1
Q ([2nd] (x-1 (7] 4 [ENTER] 1 (ENTER] .6 [ENTER] .6 (ENTER] E%h i
2 1=H
L2 e <t [F11E]
Eg:ulr(lan(ril die L}(:sungh a ; F fbberhechne.t. werc.le.n, sie stimmt mit der [[.5591T412564]
g des vorhergehenden Abschnitts tiberein: [L72E235314R9]
[.2348847238]
- LQUIT] . 32a88r8523] ]
Q (6]

VI Mittlere Wartezeiten — 2. Mittelwertsregel

Bei Markoffketten mit absorbierenden Zustinden interessieren nicht nur die Absorptionswahr-
scheinlichkeiten, sondern auch, wie lange es im Mittel dauert, bis ein absorbierender Zustand er-
reicht wird.

Die Berechnung dieser mittleren Wartezeiten soll wieder an dem Spiel um 5€ aus Abschnitt IV be-
handelt werden. Das zugehorige Prozessdiagramm ist nochmals angegeben.

Es soll wieder p=0,4 und q=0,6 gelten.

Es sollen m;, my, m3, m4 die mittleren Wartezeiten bezeichnen fiir Absorption aus dem Zustand 7,
bzw. Z, bzw. Z; bzw. Z4. Dann gilt folgendes Gleichungssystem:

m = 1 + 0,4m,

* m = 1 + 0,4m,
m = 1 + 0,6m
m, = 1 + 0,6m,

Begriindung z.B. fuir die zweite Gleichung:
Um von Z; aus zu einem absorbierenden Zustand zu gelangen, gibt es zwei Alternativen:

1) Mit der Wahrscheinlichkeit 0,6 gelangt man in einem Schritt zum absorbierenden Zustand Zs.
Dafiir braucht man also im Mittel 0,6-1 Schritte.

2) Mit der Wahrscheinlichkeit 0,4 gelangt man in einem Schritt nach Z4 und von da in durch-
schnittlich m4 Schritten zu einem absorbierenden Zustand. Dafiir braucht man also im Mittel
0,4-(1+ m,) Schritte.

Insgesamt braucht man also 0,6-1+0,4-(1+ m,)=1+0,4m, Schritte, um zu einem absorbierenden

Zustand zu gelangen.

Allgemein gilt die ,,2. Mittelwertregel :

In einer absorbierenden Markoff-Kette mit n Zustinden und der Ubergangsmatrix U gilt fiir die
mittlere Wartezeit m; in Schritten von einem inneren Zustand Z; bis zur Absorption:
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m=l+mu,+..+mu,
Dabei ist my = 0 fiir alle absorbierenden Zustinde Z; zu setzen.
Die umgeformte Gleichung
m, - 0,4m, =
m, - 04m, =

-0,6m +  m =

J

O i Sy

- 0,6m, + m, =

lasst sich wieder mit dem TI-83 Plus 16sen.
Die zugehdrige erweiterte Matrix wird als 4 X 5 —Matrix [H] einge- |MATRIXIH] 4 =5

geben. _ 3 0 y i }
0 ()] (8) (4) (ENTER) [5) (ENTER] o U
Die Koeffizienten werden zeilenweise eingegeben.
4,£5=1
Mit dem Befehl rref wird im Rechenfenster das Gleichungssys- ref i [H] )
tem gelost. [[1 8 @@ 1.737.
[B 1 @@ 1,393,
Q [QUIT] (B8 1 @ 2,824,
B BB 1 2,232,

Q [2nd) (7] ] [ALPHA] [ AP P'S ](2nd) (x-1] (8] ] (ENTER]

Man braucht also im Mittel etwa 1,8 Schritte, um vom Zustand Z; aus zu einem absorbierenden
Zustand zu gelangen, etwa 1,9 Schritte, um vom Zustand Z, aus zu einem absorbierenden Zustand
zu gelangen, etwa 2,1 Schritte, um vom Zustand Z; aus zu einem absorbierenden Zustand zu gelan-
gen und etwa 2,2 Schritte, um vom Zustand Z, aus zu einem absorbierenden Zustand zu gelangen.

Wenn man wie in Abschnitt V die Fundamentalmatrix bestimmt hat, kann man noch schneller zur
Losung gelangen. Denn in Matrizenschreibweise ergibt sich fiir das lineare Gleichungssystem

(*): =1+ T-i,also (E—T)-iin=1und daher 7= F-1.
0 04 0 O 1
.. . 0O 0 0 04 . - |1
Dabei ist (vgl. Abschnitt V): 7= , F=(E-T)" und 1=| |[.
06 0 0 O 1
0 0 06 0 1
Die Berechnung der mittleren Wartezeiten kann nun mit dem MATRIXIC]1 4 =4
TI-83 Plus folgendermal3en durchgefiihrt werden. - i::'l g I:l"l ;
Falls die Matrix T nicht mehr von einer vorhergehenden Rechnung |- 1 i) h]
gespeichert ist, gibt man sie im Matrix-Editor als Matrix [C] ein: - B 1
Q (][> (3] 4 [ENTER] 4 (ENTER]
Die Matrixelemente werden zeilenweise eingegeben. 42 4=H
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Die passende 4 x 4 — Einheitsmatrix wird folgendermallen tiber das
MATRIX — MATH - Menii im Rechenfenster erzeugt und als Mat-
rix [E] abgespeichert:

0 [QUIT]
O 20d (] I (5]

Q ENTER

Nun kann F im Rechenfenster erzeugt werden, das Ergebnis wird in
der Matrix [F] gespeichert.

Q MODE] [QUIT]
Q [ 2nd (x5 = 2od & B 0 &)
Q) (STO#] [2nd] [x-1) (6] [ENTER

Der Vektor 1 wird als Matrix [I] gespeichert.
a ][] (9] 4 [ENTER] 1 [ENTER]

Die Matrixelemente werden zeilenweise eingegeben.

Nun wird /1= F-1 berechnet:
Q [QUIT]
Q [2nd] (x-1] (6] (2nd] [x-1) (9] [ENTER]

Das Ergebnis ist dasselbe wie zuvor.

NAMES GENiE EOTT
Lidet

Sadime
JiF111¢
Ldent. 1t.ax
s Fandi e
rlausment.

identitaida
[[1 @&

-+
5]
[ 1 K
S

b H

=i

= —T

o bt e
OO LA |
I (0= ()
o it o
[ [ (o] [ow

MATRIXI[I1 4 x1
[1

el Bl Bl bl

Weitere Aspekte und viele Aufgaben zum Thema Markoftketten finden sich z.B. im ,,Lambacher-
Schweizer* Stochastik (Neuausgabe 2003), Klett Verlag, ISBN 3-12-732430-8.
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Stichwortverzeichnis
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Berechnung 39
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Treppendiagramm 8§
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Fundamentalmatrix 42
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Histogramm 25, 27, 30
Hypothesentest
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Prinzip 18
Signifikanztest 20
zweiseitig mit Rechnerfunktion 20
Integral 19
invNorm 5
Kombinatorik 3
Kurvenanpassung 32
Lernleistungen 2, 5, 36
Liste 3, 10, 24, 32
Listen definieren 34
Markierung 32
Markofftketten 36
Aufgaben 46
Matrixeditor 35, 38
mean 3
Median 4

Mittelwert 3, 4
Mittelwertsregel

erste 40

zweite 45
mittlere Wartezeiten 44
Multiplikation von Matrizen 39
normalcdf 5,18
normalpdf 5,31
Normalverteilung 5
Nullhypothese 20
Permutationen 3
Prozessdiagramm 36
QuadReg 33
Quartil 4
rand 3
randBin 3,26
randInt 3,24
randNorm 3,30
Regression 32
round 8
rref 35,40
selbstorganisiertes Lernen 5
seq 10,25
Signifikanzniveau 19, 20
Signifikanztest 18, 20
Standardabweichung 3, 4, 6, 12, 17
statistische Berechnungen 4
statistische Tests 6
StatPlot 5, 24
stdDev 3
Stichprobenumfang 20
Summenfunktion 7
Transponierte 44
Ubergangsmatrix 37
Ubergangswahrscheinlichkeiten 36
Varianz 17
Wahrscheinlichkeitsverteilung 5
Wertetabelle 8
Zufallsexperimente

Simulation 24
Zufallsvariable 7
Zufallszahlen 3

binomial verteilt 26

ganzzahlig 24

normal verteilt 30
Zustandsverteilung

Definition 36

Herleitung 37

iterative Berechnung 38
Zustandswahrscheinlichkeiten 36
c-Intervalle

Bedeutung 18

Parameter 19, 22

Wahrscheinlichkeiten einseitig 22

Wahrscheinlichkeiten zweiseitig 19
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