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In der Medizin ( Serumdiagnostik) miissen oft grof3e Populationen auf das Vorhandensain eines
bestimmten Erregers untersucht werden. Der Aufwand fir die Entnahme und Untersuchung ener
Blutprobe ist hoch und mit entsprechenden Kosten verbunden. Man ist deshalb an einem Verfahren
interessert, das diesen Aufwand minimiert.

Fur den Fall, dal3 die Wahrscheinlichkelt flr eine pogtive Probe gering ist und dal3 man auf¥erdem
den Erreger mit sehr groler Sicherhait feststellen kann, wurde ein Gruppenverfahren entwickdt: Man
fald mehrere Blutproben zu einer Gruppe zusammen und untersucht zunéchst diese Mischprobe. Nur
im Fdl ener podtiven Resktion ener solchen Gruppenuntersuchung werden dann weitere
Einzd untersuchungen erforderlich.

e Kan man mit eénem solchen Gruppenvefahren die Anzahl der Untersuchungen (im Mittel)
gegentiber dem Einze untersuchungsverfahren deutlich verringern®?

*  Wieid die optimae GruppengrdlRe m in Abhangigkeit von der Wahrscheinlichkeat p (fur enen
Befdl) zu wahlen, damit die mittlere Anzahl der Untersuchungen moglichst klein wird?
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Voriberlegungen

Wir gehen das Problem in mehreren Schritten an.

1. Faughilitdtshetrachtungen

Wenn die Wahrschenlichket p fir den Befdl eines Individuums nicht klein ist, so wird man in der
Gruppenuntersuchung in der Regd ein postives Ergebnis erwarten. Damit werden dann anschlief3end
die Einzduntersuchungen nétig. Eine Verringerung der mittleren Zahl der Untersuchungen wird man
aso nur bel kleinen Wahrscheinlichkeiten p erwarten. Auch die GruppengréiRe wird bei kleinen
Wahrscheinlichkeiten wohl groler gewahit werden kénnen. Die Hohe der Ersparnis ba dem
Gruppenverfahren kann man nur schwer schétzen, ebensowenig die zu enem bestimmten p gehdrige
optimae Gruppengrolie.

2. Smuldion

Eine geaignete Smulation des Prozesses kann die Plaus biltétsbetrachtungen unterstiitzen. Dabei wird
man auch einen ersten quantitativen Eindruck erhaten. Hierzu entwickeln wir ein Programm, mit dem
wir dann entsprechende Experimente ausfiihren (Smulieren) konnen. Der Kern dieses Programms
wird der Zufalszahlengenerator des Tl 92 sain. Der Entwurf des Programms verlangt eine passende
Moddlierung des Vorgangs, diese kann Uberschtlich in enem Struktogramm dargestdl It werden.

3. Wahrscheinlichkeitstheoretisches Moddl|

Anschlieliend entwickeln wir mit Hilfe der Kenntnisse aus der Wahrscheinlichketsrechnung en
mathematisches Modell. Hierzu berechnen wir den Erwartungswert der Anzahl Z der notwendigen
Untersuchungen in Abhéngigkeit der vorgegebenen Wahrscheinlichket p und der willkdrlich zu
wahlenden GruppengréiRe m. Dies erméglicht dann, die eventudle Ersparnis des Gruppenverfahrens
gegeniber dem Einzdverfahren zu berechnen und diese zu optimieren, d.h. die Gruppengréle mg fir

die grolte Ergparnis zu finden. Fur verschiedene Wahrschenlichkeiten p kdnnen wir die jewellige
optimae Gruppengrof3e und die gewonnene Ersparnis tabel lieren.

L dsungsskizze zur Simulation
Uber die Taste APPS (Applications) rufen wir den Programm-Editor auf und wahlen hier New zum

Ergellen eines neuen Programms mit dem Namen "probe’. Bem spéateren Aufruf des Programms
missen wir "probe ()” engeben.

i AFFLICATIOME & Fer Fsw ] Fuw FE+

- E 1:Aome . lclear a—z...] - {— Control (I-0fUar Flnd « [Mode
2i%= Editor
E Ldlndﬁw Editor s MEH ™
55 Tupe: Program+
Folder: mainzt

Uarisble:probe] |
| (Enter=0K__» ESC=CAMCEL>

[Nulan
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Struktogramm Programm
Eingabe Gruppengrile -> E{Obeo
Wahrscheinlichkett fir Befall -> p : Clgln(“)
Anzahl der Gruppen -» n : In[l;ut "M m
I]“}g .|nput” p=”,p
WIEDERHOLE ntmal : |0n|0ut " n
: 0->g
D-su-0-rv cFori,1nl
:0->u:0->v
WIEDERHOLE m-tnal :Forj,1,m,1
Erzeuge Zufallszahl aus [0 1] {?‘Sgéffgf_ﬁ:m
Zufall <p ? D ut+l->u
Ja Nein \I? §->V
Ausgabe Anzahl positiver Fille in der Gruppe B{I;Ige{ uv}
v Anzahl negativer Fille in der Gruppe : If U=0 Then
u=07? : é—>a
. blse
Ja Hein m+l1->a
: EndIf
1 -» Anzahl Analvsen m+] -» Anzahl Analysen : gta>g
g+a-> g S/rsgfgr
Gesamtzahl der Analysen : Disp " ------ "
Ausgahe e =gin BiiSp% i
titflere Anzahl der Analysenpro Gruppe EnzpFTg

Der Befenl Pause im Programm ermdglicht das schrittweise Abrufen (mit Enter) der einzelnen
Smulationsergebnisse. Durch Experimentieren mit diessm Smulationsprogramm  kdnnen wir nun
einen ersten Uberblick gewinnen. Zur lllustration hier drei Versuche:

Wenn man auf die Ausgebe der Einzeergebnise verzichtet (Léschen von Disp {u,v} ud
Pause), kann man sch die mittleren Anzahlen bel 18ngeren Simulationsserien ausgeben lassen.
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L dsungsskizze zum Theoretischen Modell
1. Erwartungswert

Die Zufadlsyrole Z beschreibe die Anzahl der notwendigen Untersuchungen fur eine Gruppe vom
Umfang m. Z kann die Werte 1 oder m+1 annehmen. Wenn p die Wahrscheinlichket fur ene
positive Einzelprobe ist, so berechnen wir die Wahrscheinlichkeiten

P(z=1) = (1-p)M und P(Z=m+1)=1- (1-p)M
Fur den Erwartungswert der Zufdlsgrofie Z gilt dann:

EZ) = (1-p)M1+ (1- (1-p)Mx(mtl)

E(Z) = (m+1) - (1-p)"%m

xﬁm Sr::ligr?] E%T;g?jghe;?;ﬂ [friETH].E:-éEr‘a Er;fi: D{ﬁ;PTPFFQENIDTCIEEI‘EE a—z...]
: . . " Define eip,mi=m+ 1 —(1-p1" m Done
den Smulations-ergebnissen. a (.05, 10) = o1z
. . ", 85, 3] 2.131
Indem wir e ds Funktion von p und m |m e¢. @1, ) 1.618
definieren =ei, 01,5 1.245
Define imMenu F4 - zggi . gg; gl';';g
kdnnep WII‘ .dUI'Ch Aufrufen  dieser B ( j EI LSO -
Funktion be||eb|ge Waerte berechnen. HAIN RAD AFFREOH FUHT 7720
2. Ersparnis

Be der Gruppengrofie m ist die erwartete Ersparnis SP gegentiber den m Einzeluntersuchungen
durch die Differenz m - E(Z) gegeben. Esgilt dso

SP=m - ((m+1)-(1-p)Mem) = mx(1-p)M- 1
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Zum besseren Vergleich benutzen wir die " reletive Ergparnis’ ¢ bezogen auf ein Tier:
P 1
c=—=(1- —
S =@-pT-
Gungtig ist das Gruppenverfahren nur dann, wenn ¢>0. Diesigt der Fal, wenn
(1- p"- L >0 unddamit p<i- ——
m &f/m
Wir geben die Funktion x- >1- % ein und betrachten den Graph
A/X
|T1E|2FDEJN|EFdBit| i |Fﬁ - {— EFDEJN viﬂ EDDN Tr*aceTEeEr‘aphTHath I:Ir*al.-aTF F::p | |
AFLOTS
: e
®scl=10
ymin=Q
ymax=. 4
yscl=,1
Hes=1
gl Cxa=1-1x"C1,
MAIN FAD AFFROX HMAld MAIM FAD AFFROX FUHC

Interpretation des Graphen fur unser Problem:

Fur grofRe Gruppengrof3en muld p sehr klein sein, damit sich Uberhaupt eine Ersparnis ergibt. Fir
Werte von p, die groler ds das Maximum der Funktion sind, bringt das Gruppenverfahren
Uberhaupt keine Vortelle mehr, glechgiltig, welche Gruppen-gréRe m man wéhit. Dieser
Maximawert liegt etwas Uber 0.3.

Wir wollen diesen Maximawert genau bestimmen.

Hiazq benutzen wir in der v{— EDDN Tr*ai:eTReEr*aphTHathTDr*awr ij'?l |
Grephikdargdlung aus dem Menu F5

die Option Max imum: Nach Wahl einer
unteren Grenze (lower bound? <- 0.1)
und einer oberen Grenze (upper bound?
<- 10) wird das Maximum berechnet und
in der Graphik angezeigt.

xCig. T18281 yc: . JOFTSS
MAIN RAD AFFROX FUHC
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Wir kdnnen das Maximum auch mit Hilfe der
Nullgtelle der 1. Ableitung berechnen.

Durch Einsgtzen in y1(x) erhdten wir den
Wert fir die maximae Wahrschenlichket.

) d
Entsrechend  konnen wir  auch  fir | selve[ Falutcal=a,x] x=2.718
bestimmte Gruppengrolfen die Wahr- (= uic2. 718221528459 BEERE
inlichke myl(£S 10 58 1083)
scheinlichkeiten berechnen, oberhab der Coomn mpes  gomx L gdst

eine Gruppenuntersuchung auf keinen Fal |SoToe {dCul o, %x0=0, 37
mehr eine Ergparnis bringen kann. F1AIN RAD AFFRO: FUNC &/ =

Mit unserem Rechner konnen wir diesin einem Schritt tun, indem wir in y1(x) fir x eine Lige{ } von
Werten einsetzen.

3. Optimale Gruppengrolie

Be festem (geschétztemn) p kénnen wir die rdative Ersparnis in Abhangigkeit der gewéhlten
Gruppengrol¥e m untersuchen.

Cp = cp(m) =
a-pr- =

3

Wir plotten Graphen von cp fir fur verschiedene p:

- FE* i Fewr Fz F4

T _Fe* | _Fz. [F4 JF5 e 1 FE= 1 _FE™ [F7
w e [Foom|Edit| ~ JAL1|Stule| w e [P | Trace [ReGraph [Math O aw |« ﬁ:?

C
p=0.001

& FLOTE

X,
vl (= 92 x—1/x f 10 Gruppengrore m-—
MAIN KAD AFFROH FL MAIN EAD AFFEDR FLUMC
Interpretation der Graphen:

Fur jede Wahrscheinlichkeit p gibt es offenbar eine Gruppengrof3e m, fir die die relative Ersparnis ¢
en Maximum annimmt. Be reativ grof3en p is diesess Maximum recht scharf ausgeprégt, bel
kleinerem p gibt es einen grol¥eren Bereich flr die Wahl ener giingigen Gruppengrolie. Die rdative
Ergparnis kommit fir kleine p nehe an 1.

Zur genaueren Bestimmung des jeweiligen Maximums konnen wir die Trace-Option F3 oder die
oben bereits benutzte Maximum-Option aus dem Menu F5 benutzen. Wir wollen hier noch ene
zuséizliche Moglichkeat der Berechnung zeigen. Dazu benutzen wir die Funktion fMax aus dem
Cal c-Menu und definieren damit m(p). Das Aufrufen dieser Funktion fir verschiedene p liefert uns
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die zugehdrigen optimaen Werte fir m. Damit konnen wir dann die optimae relative Ersparnis zu
dem jeweilig passend gerundeten Wert errechnen.

D=1 ine mi |:-::|=+"r'1.a::-::| (1-F1" - i 2 X | | A
Dote
LRI ®=3.735
@ 050 ®=5.022
@ D2 ®=F.397
LR T oh ] ®=10.52
Bl HE1) ®=1.185e4 ar x=32.13
| | ,:s 3 T i ’T '“s TF'r*ngIII U |
= ylcd)
LRT gy ST
LRTKI )] . P25
mudi11) . 2044
L RS gy 2372

Der fur p=0.001 zusdizlich ausgegebene Wert von 11850 kann durch graphische und rechnerische
Uberprifung ausgeschlossen werden. (Wieso ligfert der Rechner diesen Wert?)

Zur abschlieffenden Dokumentation der Ergebnisse eignet sch eine Tabele, in der wir zu
verschiedenen Wahrscheinlichkeiten p die jewalls optimae Gruppengrél3e , die maximae reldive
Ergparnis ¢ und die minimae reative Anzahl (1-c) der notwendigen Untersuchungen pro Individium
angeben.

Wahrschenlichkeit optimale Gruppen- meaximele reative minimele relaive
groie Ergparnis Untersuchungszahl
p 1-c
m C

0.001 32 0.94 0.06

0.01 11 0.80 0.20

0.02 8 0.73 0.27

0.05 5 0.57 0.43

0.1 4 0.40 0.60

Zusatzaufgaben und Erwelterungen

* graphische Dargdlung der Abhéngigkeit der minimaen rdativen Untersuchungsanzahl in
Abhangigkeit von der Gruppengrolie

»  Berechnung der optimalen Gruppengrof3e und Ersparnis, wenn die Gruppenanadyse gegeniiber
der Einzelanalyse mehr Kosten verursacht, z.B. das 5-fache (k-fache).
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Kurzkommentar zur Literatur:

Der Artikel von Dorfman [1] ist grundlegend, er bezieht Sch auf eine zu der Zet (1943) aktudle

Anwendung bel der Armee: ” The method will be described by showing its application to alarge scale-project
on which the United States Public Health Service and the Selective Service System are now engaged. The object
of the program is to weed out all syphilitic men called for induction. Under this program each prospective

inductee is subjected to a"Wassermann-type' blood test....” . (Die umdrittene Anwendung von Pool-Tests
gidt auch in der gegenwértigen Aufarbeitung des "Aids-Skandds’ (Blutkonserven) in der
Bundesrepublik eine Ralle).

Der Dorfmann-Artike wurde in den Folggahren in viden Abhandlungen wissenschaftlicher
Zeitschriften aufgegriffen, in denen das von Dorfmann geschilderte Verfahren weiter untersucht wird.
Ein solcher Artikdl ist der von Pomeranz [2.2], hier findet man auch waltere Literaturhinweise,

In dem Artikd von Kick [3] wird das gleiche Verfaren in interessantem Zusammenhang mit
M Unzwéageproblemen in einer fir die Schule relevanten Weise bearbeitet.

In dem in [4] dagedditen Unterichtsbeisoid wird das Verfahren in  enem
Anwendungszusammenhang zur Lebenamittel iberwachung (Untersuchung von Hausschweinen auf
Trichinen) behandelt. Der Computereinsatz bezieht Sch dabel auf die Verwendung "kleiner”
BASIC-Programme und eines Funktionenplotters. In [5] wird ein Vorschlag gemacht, wie eine
Abituraufgabe zu diesem Thema aussehen konnte. Eine entsprechende Aufgabe fir den Unterricht
ist in dem Schulbuch [6] aufgefihrt, hier ist der Einsatz des Computers noch nicht intendiert.



